VEKTOR 


H. BOSECK 


EINFÜHRUNG IN DIE THEORIE 
DER LINEAREN VEKTORRÄUME 


1 


VEB DEUTSCHER VERLAG DER WISSENSCHAFTEN 


H.: BOSECK 
EINFÜHRUNG IN DIE THEORIE DER LINEAREN VEKTORRÄUME 


HOCHSCHULBÜCHER FÜR MATHEMATIK 
HERAUSGEGEBEN VON H. GRELL, K. MARUHN UND W.RINOW 


BAND 60 


EINFÜHRUNG IN DIE THEORIE 
DER LINEAREN VEKTORRÄUME 


VON 


H. BOSECK 
MIT 14 ABBILDUNGEN 


Fünfte Auflage 


VEB DEUTSCHER VERLAG DER WISSENSCHAFTEN 
BERLIN 1984 


© VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1965 
Printed in the German, Democratic Republic 
Lizenz-Nr. 206 - 435/54/84 
Schutzumschlag: Hartwig Hoeftmann 
Satz: VEB Leipziger Druckhaus II1/18/203 
Offsetdruck und buchbinderische Weiterverarbeitung: 
Mühlhäuser Druckhaus, 5700 Mühlhausen 

a LSV 1024 
Bestellnummer 569 4544 
DDR 32,-— M 


Dem Andenken meines verehrten Lehrers 
H.L. SCHMID 


in Dankbarkeit gewidmet 


VORWORT 


Die „Einführung in die Theorie der linearen Vektorräume“ ist aus Vorlesungen her- 
vorgegangen, die der Verfasser an den Universitäten Berlin und Greifswald gehalten 
hat. Die Abfassung des Textes wurde durch zwei einander teilweise widerstreitende 
Gesichtspunkte bestimmt: Die Darstellung sollte einerseits einem möglichst breiten 


Kreis von Studenten der Universitäten und technischen Hochschulen verständlich _ 


sein, andererseits der Verallgemeinerungsfähigkeit der dargestellten Methoden und 
Ergebnisse im Hinblick auf die Funktionalanalysis sowie ihre Anwendungen in der 
Physik in besonderer Weise Rechnung tragen. Inwieweit das Buch, ungeachtet der 
erforderlichen Kompromisse, die jeweils zugunsten des einen oder anderen Gesichts- 
punktes ausfallen mußten, der doppelten Zielsetzung gerecht wird, muß dem Urteil 
des Lesers überlassen bleiben. 

Das vorliegende Buch wendet sich an Studenten der Mathematik und Physik, 


aber auch an Studenten der technischen Wissenschaften der Universitäten und tech-. 
nischen Hochschulen. Gerade in jüngster Zeit haben sich fundierte Kenntnisse über. 


lineare Vektorräume, insbesondere über lineare Operatoren, Matrizen und lineare 
Funktionale, auch für die Studenten technischer Disziplinen als unabdingbare Grund- 
lage erwiesen. Darüber hinaus besitzen sie große Bedeutung als mathematisches 
Ordnungsprinzip in der Mannigfaltigkeit konkreter Erscheinungen. Der Verfasser 
war bemüht, das Verständnis abstrakter Zusammenhänge durch vielfältige Beispiele, 
‚Motivierungen und geometrische Veranschaulichungen zu erleichtern. Ungeachtet 
dessen ist auch dieses Buch kein ‚„Königsweg‘ zum Verständnis der Theorie der 


linearen Vektorräume. Wie jedes Mathematikbuch sollte es vom Leser mit Papier 


und Bleistift und einem kritischen Blick gelesen werden. 
Die Beispiele sind im allgemeinen so ausgewählt, daß sie den Blick auf weiter- 
führende Verallgemeinerungen öffnen. Einige Beispiele sind dem Bereich der Diffe- 


rential- und Integralrechnung entnommen. Sie müssen evtl. von einem mit dieser 
.. Disziplin noch nicht vertrauten Leser zunächst überschlagen werden. 


Der. Verfasser hat versucht, die Notwendigkeit und Bedeutung verschiedener Be- 


griffe zu motivieren. Diese Motivierungen beziehen sich zunächst vorwiegend auf den: 
im Mathematik- und Physikunterricht der erweiterten polytechnischen Oberschule 
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vermittelten Stoff, dessen Beherrschung beim Leser vorausgesetzt wird, später werden 
auch die Ergebnisse der bereits entwickelten und dem Leser bekannten Teile der 
Theorie der linearen Vektorräume zur Motivierung neuer Begriffe herangezogen. 


Dennoch bleibt der Verfasser gezwungen, an den guten Glauben des Lesers über die 


Notwendigkeit und Bedeutung gewisser Begriffe zu appellieren. Betrachtet man die 
Mathematik’ als ein großes Gebäude, so müssen die Mauern im Erdgeschoß eine be- 
trächtliche Breite und Tiefe aufweisen, um die zahlreichen und umfangreichen höhe- 


‘ren Stockwerke tragen zu können. Die Notwendigkeit und vielleicht sogar Schönheit 


gewisser Stütz- und Strebpfeiler im Erdgeschoß läßt sich mitunter erst nach Kenntnis 


der oberen Stockwerke ermessen. Ähnliches gilt für die Anwendbarkeit der Ergeb- 


nisse der dargestellten Theorie, die nicht in allen Fällen so offensichtlich ist wie etwa 
bei-den Fragen der Auflösung linearer Gleichungssysteme. Es ist ein hin und wieder 
geäußerter pragmatischer Standpunkt, daß die Ergebnisse der Mathematik direkt 
und unmittelbar in der objektiven Realität wie in anderen Wissenschaften Anwen- 


‚dung finden müssen. Die z. T. erstaunlichen Anwendungsmöglichkeiten der Mathe- 


matik beruhen auf einer vielstufigen Abstraktion und dem deduktiven Aufbau mathe- 
matischer Theorien. Dadurch wird jedoch im allgemeinen auch ein mehrstufiger Weg 
zu den Anwendungen bedingt. So finden viele Sätze der hier dargestellten Theorie 
erst nach einer Reihe von Vertiefungen und Verallgemeinerungen, z. B. in der Funk- 
tionalanalysis, die verschiedenartigsten Anwendungen in Physik und Technik. Der 
ernsthaft an mathematischen Abstraktionen und ihren Anwendungen interessierte 
Anfänger — und dazu sollte auch jeder ökonomisch denkende Student technischer ' 
Disziplinen gehören — kann nicht genug davor gewarnt werden, die Zweckmäßig- 
keit seiner Studien nur nach der Beantwortung der Frage „Was nützt mir dies hier 
und heute?“ zu beurteilen. Er verschließt sich dadurch den Weg in die oberen Stock- 
werke der Mathematik, deren Anwendungen aus der Geschichte der modernen Natur- 
wissenschaften nicht mehr wegzudenken sind. 

An einigen Stellen werden die: Verhältnisse in linearen Vektorräumen durch geo- 
metrische Beziehungen in der Ebene und im Raum veranschaulicht. Es sei darauf 
hingewiesen, daß diese geometrischen Betrachtungen im Rahmen dieses Buches 
lediglich als Veranschaulichungen im direkten Sinne des Wortes gedacht sind und 
keinerlei Beweiskraft besitzen. Auf eine Darstellung der Zusammenhänge mit der 
Geometrie, insbesondere auf den Aufbau der analytischen Geometrie, wie er auf der 
Grundlage der Theorie der linearen Vektorräume üblich ist, wurde bewußt verzichtet. 
Dies konnte um so leichter geschehen, da geometrische Fragen in dem im gleichen 
Verlag erschienenen Buch von O.-H. KELLER, „Analytische Geometrie und lineare 
Algebra“, umfassend behandelt werden. Hier, wie sicher auch noch an anderen 
Stellen, ließ sich das vorwiegend algebraisch-analytische Interesse des Verfassers 
nicht unterdrücken. 

Die Darstellung gliedert sich in drei Kapitel, deren jedes aus mehreren eh 


- besteht. Die Paragraphen sind durchgehend numeriert. Jeder Paragraph ist in 
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mehrere Abschnitte unterteilt, entsprechend den verschiedenen Fragestellungen, 
die in dem jeweiligen Paragraphen behandelt werden. Beispiele, Anwendungen und 
Veranschaulichungen sowie Überlegungen, die nicht zum unmittelbaren „Handlungs- 
“ ablauf“ gehören, sind durch Kleindruck abgesetzt. Darüber hinaus sind eine Reihe 
von Untersuchungen, die sich vorwiegend an einen mathematisch besonders interes- 
sierten Leser wenden, durch Sterne am Anfang * und Ende „ gekennzeichnet. Die 
Sätze, Formeln und Beispiele sind, innerhalb der einzelnen Paragraphen mit I bzw. 
(1) und 1° beginnend, durchnumeriert. Bei Verweisen wird der Paragraph, der Ab- 
schnitt und der Satz bzw. die Formel oder das Beispiel angegeben. Am Schluß jedes 
Paragraphen sind einige Aufgaben formuliert. Sie sollen dem Leser Gelegenheit 
. geben, das Verständnis der bisher entwickelten Sachverhalte zu überprüfen, dienen 
aber darüber hinaus der Vertiefung und Erweiterung der im Text gewonnenen Er- 
gebnisse. Auch bier sind diejenigen Aufgaben, die sich an. mathematisch besonders 
interessierte Leser wenden oder einen besonderen Schwierigkeitsgrad besitzen, durch\ 
einen Stern gekennzeichnet. . \ 

Zum Abschluß seien noch einige Werke genannt, die die in diesem Buch dar- 
. gestellte Theorie in verschiedenen Richtungen verallgemeinern und dem Leser zur 
Erweiterung seiner Kenntnisse empfohlen werden. Es handelt sich um die ebenfalls 
im VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften erschienenen Bücher „Matrizen- 
rechnung I, II“ von F. R. GANTMACHER, „Lineare Algebra und lineare Analysis“ 
von A. LiICHNEROWIcZ, „Normierte Algebren“ von M. A. NEUMARK, „Elementare 
Einführung in die Tensorrechnung‘“ von P. K. RascHEwsKIı, „Vorlesungen über 
Vektor- und Tensorrechnung“ von H. REICHARDT und „Vorlesungen über Funktio- 
nalanalysis“ von F. Rızsz und B. Sz.-Nacy. Mit ihrer Hilfe wird es dem Leser ge- 
lingen, sich weiterführende Literatur in der ihn BEN Richtung zugänglich 
zu machen. 

Für vielfältige nützliche Gespräche, Korzunen und Hinweise, den Gegenstand 
des Buches betreffend, dankt der Verfasser Herrn K. MATTHES sowie Herrn H.-G. 
BoTHE und Herrn K. Nawrorzkı. Ihnen und Herrn J. WisLiceny ist er auch für 
ihre Hilfe bei der Korrektur verpflichtet. Der Dank des Verfassers gilt ferner seiner 
Frau für die sorgfältige Anfertigung des Manuskripts sowie dem VEB Deutscher 
Verlag der Wissenschaften und dem VEB Leipziger Druckhaus für die gewohnt ge- 
diegene Ausstattung des Buches und das bereitwillige Eingehen auf alle Wünsche. 
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I. LINBARB VEKTORRÄUME OHNE METRIK 


$1. VERTORRÄUME 


1. EINLEITUNG 


Der Begriff des Vektors ist dem Leser wohl zuerst im Physikunterricht der Schule 
begegnet, wo er zur Beschreibung von Kräften, Geschwindigkeiten oder Beschleuni- 
gungen verwandt wird. Die in einem Massenpunkt angreifende Kraft oder die Ge- 
schwindigkeit oder Beschleunigung eines Partikels wird dabei durch eine gerichtete 
Strecke repräsentiert, deren Richtung die Richtung der Kraftwirkung, der Ge- 
'schwindigkeit oder der Beschleunigung angibt und deren Länge die Größe der Kraft, - 
der Geschwindigkeit oder der Beschleunigung beschreibt. In der Schule wird darauf 
hingewiesen, daß man Kräfte, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. mit reellen 
Zahlen multiplizieren kann. Die Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl be- 
deutet dabei lediglich eine entsprechende, Vergrößerung der Kraft, der Geschwindig- 
keit oder der Beschleunigung ohne Änderung ihrer Richtung, während die Multipli- 
kation mit einer negativen reellen Zahl zusätzlich die Umkehrung der Richtung in 
die entgegengesetzte beinhaltet. Als Ergebnis der „Multiplikation mit einer reellen 
Zahl‘ erhält man in jedem Fall wiederum eine Kraft, eine Geschwindigkeit oder 
eine Beschleunigung. 

Etwas schwieriger ist die „Addition“ von Kräften, Geschwindigkeiten oder Be-. 
schleunigungen zu erklären, die nach dem sogenannten „Parallelogamm der 
Kräfte‘“!) vorgenommen wird und bei der sich sowohl die Größe der Kraft, der Ge- 
schwindigkeit oder der Beschleunigung als auch ihre Richtung in Abhängigkeit von 
den „Summanden“ ändert. Aber auch die Addition von Kräften, Geschwindigkeiten 
oder Beschleunigungen ergibt wiederum eine Kraft, eine Geschwindigkeit oder eine 
Beschleunigung. 

Mit dieser „Addition“ und „Multiplikation mit einer reellen Zahl“ kann man im 
Bereich der Kräfte, der Geschwindigkeiten oder der Beschleunigungen wie gewohnt 
rechnen. In den Kräften, den Geschwindigkeiten und den Beschleunigungen liegen 
also drei Bereiche von physikalisch verschiedenen Objekten vor, die sich in bezug 


1) Vgl. Abb. 2 auf S. 8. 
2 Boseck 
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auf das in ihnen erklärte Rechnen völlig gleich verhalten. Das Rechnen mit diesen 

verschiedenen physikalischen Objekten läßt sich durch das Rechnen mit geometri- 

schen Vektoren, die durch gerichtete Strecken in der Ebene oder im Raum repräsen- 

_ tiert werden, zusammenfassen: In der Mathematik und ihren Anwendungen findet 

man aber noch viele andere Bereiche, deren Elemente sich ebenfalls addieren und 

mit reellen Zahlen multiplizieren lassen, ohne daß das Rechnen in diesen Bereichen . 
durch das Rechnen mit geometrischen Vektoren der Ebene oder des Raumes be- 

schrieben werden kann, obwohl in allen Bereichen die gleichen Grundrechenregeln 

gelten. Als Beispiel seien hier nur einige Klassen reeller Funktionen, etwa die stetigen 

oder differenzierbaren reellen Funktionen, genannt. 

Es erscheint demnach zweckmäßig, von gewissen, für das Rechnen unerheblichen 
Eigenschaften der betrachteten Objekte zu abstrahieren (in den obigen Überlegungen 
z. B. davon, daß es sich bei den betrachteten Objekten um Kräfte oder um geomefri- 
sche Vektoren oder um reelle Funktionen handelt) und das Augenmerk auf die allen 
gemeinsamen Rechenoperationen zu konzentrieren. Durch diesen für, die moderne 
Mathematik typischen Abstraktionsprozeß, der das einer großen Zahl in Mathematik 
und Physik auftretender konkreter Bereiche Gemeinsame zusammenfaßt, entsteht 

- der wichtige und sehr allgemeine Begriff des linearen Vektorraumes, wie er im fol-. 

“ genden Abschnitt definiert wird. Seine Elemente, die Vektoren heißen, werden auf 
ihr Verhalten gegenüber den gewöhnlichen Grundrechenregeln und den daraus ab- 
geleiteten Operationen untersucht. Die so entwickelte Theorie gilt dann für jeden 
der oben genannten und für noch viele weitere. konkrete Bereiche der Mathematik 
und Physik. Die Ableitung allgemeiner Gesetzmäßigkeiten braucht nicht mehr in 
jedem Bereich für sich und immer von neuem durchgeführt zu werden, sondern wird 
auf einen einmaligen Beweis in der Theorie der linearen Vektorräume reduziert. Die 

‘ einmal abgeleiteten. Methoden sind in einer Vielzahl verschiedenartiger mathemati- - 

scher und physikalischer Bereiche anwendbar. 


2.DER LINEARE VEKTORRAUM 


Wir betrachten eine beliebige Menge und bezeichnen sie mit V. Die Art der Elemente 
dieser Menge, es kann sich dabei um Kräfte, Geschwindigkeiten, reelle Zahlen, reelle 
Funktionen oder andere Objekte handeln, ist für uns uninteressant. Wir wollen zu- 
nächst nur annehmen, daß die Menge V wenigstens ein Element enthält. Zur Bezeich- 
nung der Elemente von V verwenden wir kleine lateinische Buchstaben vom Ende 
des Alphabets, x, y, z, ..., die auch häufig durch Indizes x;, x, ..., x, unterschieden 
werden. Für die Aus „x ist Element von Y“ bedienen wir uns GR in der Mengen- 
lehre üblichen Bezeichnung „xe V“, wofür wir „x aus Y“ lesen. Werden mehrere - 
Elemente x, y, z oder x,, X2, ..., x, der Menge V betrachtet, so bedeutet die Schreib- 


\ 
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weise x,y,ze V oder x Xa3..., X, V, daß alle angegebenen Elemente der Menge V 
angehören. 

Die Menge der reellen Zahlen bezeichnen wir mit R, ihre Elemente, die reellen ' 
Zahlen, mit kleinen griechischen Buchstaben vom Anfang des Alphabets, «, ß, y, .... 
Auch hier bedienen wir uns häufig der Unterscheidung durch Indizes und schreiben 
&ys &23 +.-, On. Die Aussage „a ist eine reelle Zahl“werden wir durch „x e R“ abkür- 
zen, indem wir die aus der Mengenlehre entlehnte Bezeichnungsweise benutzen. Ent 
sprechend bedeutet «, ß,y € R oder &,, &2,..., „€ R, daß «, ß, y bzw. Ks Ogpe.., On 
reelle Zahlen. sind. 

Nach diesen Vorbereitungen nehmen wir nun an, daß in der von uns betrachteten 
Menge Y eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen erklärt ist. Das 
bedeutet: Je zwei Elementen x,ye V ist genau ein Element aus Y zugeordnet, das 


‚wir mit x + y bezeichnen und die „Summe der Elemente x und y“ nennen; jeder 


reellen Zahl x e R und jedem Element x e V ist genau ein Element aus V zugeordnet, 
das wir mit «x bezeichnen und das „Produkt der Zahl « mit dem Element x“ nennen. 
Von einem linearen Vektorraum V sprechen wir, wenn für die in V erklärte „Addition“ 
und „Multiplikation mit reellen Zahlen‘ die üblichen Rechengesetze SD 
Wir wollen dies folgendermaßen präzisieren: 
: Ein linearer Vektorraum V ist eine Menge, die wenigstens ein Element enthält und 
in der eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen erklärt ist, so daß 
folgende Rechenregeln gelten: - 
1a) Für je drei Elemente x,y,zeV gilt 
+y)+z=ex+(y+2) (assoziatives Gesetz der Addition); 


1b) für je zwei Elemente x,ye V/ gilt 


xty=y+tx (kommutatives Gesetz der Addition); 
lc) es gibt ein Element oe in V, so daß für jedes xe V gilt: 
x+o0o=%; 
14) zu jedem x e V gibt es ein Element (—x) in V, so daß gilt: 
x+(-2)=0o; 
2a) für je zwei Elemente a, ß e R und jedes x.e V gilt 
(ßx) = (a: P)x (assoziatives Gesetz der Multiplikation); 
2b) für jedes ze V gilt. 
ix=x; 


3a) für jedes x e Rund je zwei Elemente x,ye Y gilt 
Axt y)=oxrtay (erstes distributives Gesetz); 
3b) für je zwei Elemente «, ße R und jedes xe V gilt 
(«+ß)x=axr+ßx (zweites distributives Gesetz). 
2* 
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Die. Elemente eines linearen Vektorraumes V heißen Vektoren. Der durch Ic) de- 
finierte Vektor o heißt Nullvektor, der durch 1d) definierte Vektor (—x) heißt der 
zum Vektor x negative Vektor.‘ 


3. BEISPIELE , 
Bevor wir uns der Untersuchung des Rechnens in linearen Vektorräumen zuwenden, betrachten wir 
einige Beispiele. 


1°. Es sei V= .R die Menge der reellen Zahlen. Die Addition und Multiplikation der reellen 
Zahlen fassen wir als Addition der Elemente aus. /= R und als Multiplikation dieser Elemente mit 
reellen Zahlen auf. Dann gelten die Rechengesetze 1a)-3b)?), und wir können sagen: 


Die reellen Zahlen bilden einen linearen Vektorraum R. 


20, Das Beispiel 1° verallgemeinern wir dadurch, daß wir mehrere reelle Zahlen gleichzeitig be- 
trachten. Zunächst nehmen wir die Paare von reellen Zahlen («, f). Die Menge aller dieser Paare 
bezeichnen wir mit R?. Entsprechend verstehen wir unter R? die Menge aller Tripel («, ß, y): mit 
&,ß,y € R. Diese Tripel schreiben wir auch in der Form (01, &2, &3) mit &,,&2, &3 € R. Allgemein 
sei R" die Menge. der n-tupel (&, &25 + Km) mit &, &23 --,&n € R.?) Wir wollen die Addition der 


“ reellen Zahlen sowie ihre Multiplikation in folgender Weise auf diese Bereiche übertragen. Dazu be- 


trachten wir zunächst die Menge R? der Paare reeller Zahlen. 
Ist (x, ß)e R? und (y,6) e R?, so definieren wir eine Addition durch 


9 +0) 77 &+yB+9: . j - 


Def. 


Ist € R und ($, y) € R?, so definieren wir die Multiplikation mit der reellen Zahl & durch 
By) = (a Bay). 
Def. 


Auf diese Weise ist in der Menge V = R? eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen _ 
erklärt. Für die Tripel (&; , &2, &3), (Pı , Ba; Ba) € R? definieren wir entsprechend 


(102,03) + Bi, Ba» Bo) = , rt Bnazt Brot + ß3) 


und 


a1, 02,03) = (801,0%02,08°03) (XER). 
Def. : R 


Allgemein erklären wir für je zwei r-tupel (a, , &25 --, &n) (Bi, Bas > Bm) € R" eine Summe durch - 


@ı, Kan &n) + Pz» in Pr) 5 (e = ßı» &2 + B2, nt Br) 


und ein Produkt mit reelien Zahlen durch 


la, 82; 2. 0) m (© 01,& 02, 2 6° On) @ER. 
Def. 5 


1) Vgl. S. 10 sowie Nr. 5, Satz WV und V auf S. 12. 

2) Vgl. auch Nr. 6 auf’S. 13. 

3) Zwei Paare von reellen Zahlen (&, ß), @, 6) sind nach Definition BR und nur dann gleich, 
wenn & = y und ß = 6 ist. Entsprechend ist die Gleichheit für Tripel und allgemein -tupel reeller 
Zahlen definiert: (1, &, &) = (Bı, Ba, ß3) bedeutet &ı = Pı, &2 = fr, &s = 5; schließlich be- 
deutet (x, &2, .., &) = (Bi, Bas Bu), daB &ı = Pi, &2 = Ba; 0 = Pu ist. 


81. Vektorräume . i 5 


Die so erklärte Addition in den Mengen R?, R? oder allgemein R” genügt dem assoziativen und dem 

kommutativen Gesetz, da die Addition der reellen Zahlen: diese Eigenschaften hat. Das Paar (0, 0), 

das Tripel (0, 0, 0) und allgemein das n-tupel (0, 0, ..-, 0) erfüllt die in 1c) angegebene Gleichung. 
Ist (,P)ER?, (0,ß,yY)ER? bzw. (1,02, -,an)ER”, so ist (-a,—Pß), (a, —ß, —y) bzw. 
(01, —023 +, —0,) das zugehörige negative Paar, Tripel oder n-tupel, das der in 1d) genannten 

Gleichung genügt. Für die Multiplikation mit reellen Zahlen gelten die Rechengesetze 2a) und 2b), 

und die distributiven Gesetze sind ebenfalls erfüllt. Wir stellen. fest: 


Die Paare reeller Zahlen bilden einen linearen Vektorraum R2. 
Die Tripel reeller Zahlen bilden einen linearen Vektorraum R°. 


Die n-tupel reeller Zahlen bilden einen linearen Vektorraum R". 


Es sei darauf hingewiesen, daß sich das Beispiel 1° für z = 1 als Spezialfall dieses een 
Beispiels erweist. Es ist R= R!. 


30, Das Beispiel 2° wollen wir weiter verallgemeinern, indem wir an Stelle der endlichen n-tupel 

die Menge aller unendlichen Folgen (a, , &2, ---, Om, ...) von reellen Zahlen betrachten.!) Wir bezeich- 

.nen diese Menge mit R”. Die Addition zweier Folgen und die Multiplikation einer Folge mit einer 

reellen Zahl definieren wir entsprechend der Addition von n-tupeln und deren Mültiplikation mit 
“reellen Zahlen. Ist (01 , &2; --» ms +) Br» B23 + Bms +) ER”, so sei 


(a, 2, +, ms ) % (Bi, 2, Be Bm; ) —— (a A pı »&2 + Pa; Am + Bm: ) 
= Def. 
Ist x € R und (& , &2, -: Os +.) € R”, so setzen wir 


da, 025 5 ms.) = (& 0, Lak U FESTE 2 an) 
i : Def. , 
Für diese Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen gelten die Rechengesetze 1a) und 1b), 
‘ 2a) und 2b) sowie 3a) und 3b). Diejenige Folge, die nur aus Nullen besteht, genügt der in Ic) ge- 
nannten Gleichung. Ist («, , 2, ms JER" SO Ist (0, —U 2, —Oms -..) ER” das zugehörige 
negative Element. 
Die unendlichen Folgen reeller Zahlen bilden einen linearen Vektorraum R”. 


4°. Die Beispiele 2° und 3° lassen sich unter einem gemeinsamen Gesichtspunkt betrachten und 
führen sp zu einem wichtigen und sehr allgemeinen Beispiel für einen linearen Vektorraum. 

Wir betrachten ein Tripel (a, , &2, &3) € R°. Dieses Tripel können wir als eine Funktion auffassen, 
die den Zahlen 1, 2,3 die reellen Zahlen &, , &2, &3 zuordnet. Es handelt sich um eine reellwertige 
Funktion mit dem Definitionsbereich der drei Elemente 1, 2, 3. Die Menge R? läßt sich als Menge 
aller reellwertigen Funktionen mit den Zahlen 1,2,3 als Definitionsbereich interpretieren. Ist 
(& > &2> +, 0%) € R” ein n-tupel reeller Zahlen, so sehen wir es als eine Funktion an, die jeder ganzen 
Zahl imit 1si=sn die reelle Zahl &, zuordnet. Die Menge R” kann also als Menge aller reell- 
wertigen Funktionen auf dem Definitionsbereich der n ganzen Zahlen 1, 2, :.., n aufgefaßt werden. 
Betrachten wir schließlich die Folge (& , &2, ---, &m; ---),€ R” als eine Funktion, die jeder positiven 
ganzen Zahl i die reelle Zahl, zuordnet, so ist R” die Menge aller reellwertigen Funktionen mit 
den ganzen positiven Zahlen als Definitionsbereich. Diese Überlegungen führen zur Definition des 
folgenden Vektorraumes. 


1) Zwei unendliche Folgen (&1 , &2, + Os...) und (Bi, Ba ++ Pr, --.) Sind nach Definition gleich, 
wenn ihre Elemente an den entsprechenden Stellen übereinstimmen: &; = ß, für i=1,2,.... 
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Es sei M eine beliebige Menge. Die Elemente von M bezeichnen wir mit.a, b, c, .... Unter ROM) 
verstehen wir die Menge aller: reellwertigen Funktionen, deren Definitionsbereich die Menge WM ist. 
Diese Funktionen "bezeichnet man häufig. auch als eindeutige Abbildungen der Menge M in die 
Menge R der reellen. Zahlen. Ist W die Menge. der positiven ganzen Zahlen bzw. die Menge der 
positiven ganzen Zahlen, die kleiner oder gleich r sind, so ist RR) gleich. R® bzw. RN, und wir 
erhalten die oben betrachteten Beispiele. 

Ist xe RM), so ordnet x jedem ae M eine reelle Zahl. a, zu. In diesem Fall ist es üblich, „den 


‘ Wert a, der Funktion x an der Stelle a“ mit x(d) zu bezeichnen.) 


Um zu einer geeigneten Definition für die Addition und die Multiplikation mit einer reellen Zahl 
zu gelangen, betrachten wir noch einmal die ee 2° und 3°. Esseix = (@,,02, ...,&,)E R". In 
diesem Fall ist M die Menge der Zahlen 1,2,....,r, und für I1sisn.gü x()=o,. Is nun 
x = (&5 02, 0%) und y= (Bıyß2, Pu), so ist + y= (a + Bi,02 Far} “ &n + fm). Das 
Element x + y wird also dadurch definiert, daß 


.a+O=-u+tß,=xld+yW für jedes imil Sin 


gilt. Ist x = (&,, 02, ..., ya, ) ER”, so ist M die Menge der positiven ganzen Zahlen, und für 
jede positive ganze Zahl i gilt x(i) = a. It y= (Pi; 2; Bus - JER,soistx+y=(o, +fı, 
+ — 3 m + ms), und es gilt ; j j 


BYO=-u + =x + YyÖ. für jede positive ganze Zahl i. 


In an dieser Gleichungen definieren wir eine Addition in der Menge RM). 

Sind x, ye RM), so verstehen wir unter x + y diejenige reellwertige Funktion mit M als Deäini- . 
tionsbereich, deren Wert (x + y) (a) an jeder Stelle ze M gleich der Summe der Funktionswerte x(a) 
und y(e) an dieser Stelle ist: 

(x +y)(a) = xla) + yla) fürjedes aeM. 
Def. & 

Für diese Addition gelten die Rechengesetze la) und 1b). Diejenige Fünktion, deren Wert überall 
gleich Null ist, genügt der in 1c) angegebenen Gleichung. Wir bezeichnen sie mit e. Sie ist durch die 
Gleichung 


oa) = 0 fürjedes aeM 
Def. 


definiert. Ist ferner ve RM), so sei (—x) diejenige Funktion, deren Wert an der Stelle a gleich x(a) 
ist. Diese Funktion ist durch : 
(-2) (a) = —x(a) fürjeds geM 


Def. 


. definiert und genügt der in 1d) angegebenen Gleichung. 


Um die Multiplikation mit einer reellen Zahl zu erklären, denken wir zunächst wieder. an die 
Vektorräume R" und R”. ItaeRundx= (&,&2, 0m) ER”, so gilt ax = (& 0,002, :, 
&  &,). Für jede ganze Zahlimit1<S iS nist (ax) (i) = &- x(i). Entsprechend giltfür x = (a, 63, -; 
Em JER” die Gleichung &x = (@ 01,0% 02, -,% gs ...), und damit ist für jede positive ganze 
Zahl i der Wert (ax) (i) von «x an der Stelle i aleich xD: (ax) (d = xti). Dies veranlaßt uns 
zu der folgenden Definition der Multiplikation mit reellen Zahlen für Elemente aus RM). 

Istxe Rundxe RM), so verstehen wir unter ax diejenige reellwertige Funktion mit M als Defi- 
nitionsbereich, deren Wert («x) (a) an jeder Stelle a e M gleich dem Produkt der reellen Zahl & mit 
dem Wert x(a) der Funktion x an dieser Stelle ist: 


(ax)(a) = & a) fürjedes aeM. 
Def. 


1) Zwei reellwertige Funktionen. x und y auf der Menge M sind dann und nur dann gleich, wenn 
x(a) = y(a) für jedes ae M gilt. 
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Für diese Multiplikation mit reellen Zahlen gelten die ae 2a) und 2b). Da die in R(M) 
erklärte Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen auch den distribhtiven Gesetzen 3a) und 3b) 
genügen, erhalten wir: \ 

Die reellwertigen Funktionen mit M als Definitionsbereich bilden einen linearen Yektorraum RM). 


se, * EsseiMt = [a,, Bolein (abgeschlossenes) Intervallauf derreellen Zahlengeradeni. Mit D,(&0,ßo) 
(n = 0,1, 2, ...) bezeichnen wir die Menge der auf dem Intervall [&o, ßo] definierten und dort n-mal 
stetig differenzierbaren reellen Funktionen. Do(&o ‚ Bo) ist die Menge der stetigen reellen Funktionen 
auf dem Intervall [&o, ßo1, wofür man häufig auch C(&o, ßo) schreibt. In der Differentialrechnung 
wird bewiesen, daß die Summe zweier n-mal stetig differenzierbarer reeller Funktionen eine r-mal 
stetig differenzierbare reelle Funktion ist und daß das gleiche auch für jedes reelle Vielfache einer 
n-mal stetig differenzierbaren reellen Funktion gilt. Die Funktionen f-+ g und a/ sind wiederum 
auf dem Intervall [&o, ßo] definiert, und folglich ist in jeder der Mengen D,(&o, Bo) eine Addition und 
eine Multiplikation mit reellen Zahlen erklärt. Die „Nullfunktion“, die jedem £ € [&o, Bo] den Wert 
0 zuordnet, ist n-mal stetig differenzierbar, und auch das Negative einer z-mal stetig differenzierbaren 
Funktion ist eine n-mal stetig differenzierbare Funktion. Man überzeugt sich leicht, daß die Addition 
der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen und die Multiplikation dieser Funktionen mit reellen 
‚Zahlen den Rechengesetzen 1a)-3b) genügen. Es gilt: 

Die auf dem (abgeschlossenen) Intervall (&o, Bo] definierten und dort n-mal stetig differenzierbaren R 
reellen re bilden einen linearen Vektorraum D,(&o, Bo)- x ; 


6°. Es sei P die Menge aller Polynome in einer Unbestimmten ? mit reellen Koeffizienten: 
P=Wotattr- + m”. 
Die Addition zweier Polynome sei in der gewohnten Weise erklärt: Ist 
g= Bo +Bıt + + Bat" 
und etwa m <n, so ist j =“ 


p+q= (+ Bo) + la + BIE+ + amt mE" + Amt"! + HB". 
Det. . . 
Die Multiplikation mit der reellen Zahl « wird durch 


op = am tra tt tat” 
Def. 


‘definiert. i ö - 


Die reelle Zahl 0 als Polynom nullten Grades genügt der in Ic) angegebenen Gleichung, und alle 
übrigen Rechengesetze der Addition und der Multiplikation mit reellen Zahlen lassen sich ohne 
Mühe auf entsprechende Rechengesetze der reellen Koeffizienten zurückführen. 


Die Polynome in einer Unbestimmten mit reellen Koeffizienten bilden einen linearen Vektorraum P. 


7. Mit P„ bezeichnen wir die Menge aller Polynome in einer Unbestimmten’ mit reellen Koefhi- 
zienten, ‘deren. Grad kleiner als z ist. Bei der.im Beispiel 6° genannten Addition von Polynomen ist 
der Grad: des Polynoms p + g’'stets kleiner. oder gleich dem Grad des Polynoms p oder dem Grad 
des Polynoms q. Für pe P, und ge P, ist also p + q& P,. Der Grad des Polynoms ap ist für x =+0 
stets gleich. dem Grad des Polynoms p, und es gilt «xp € P,, wenn’p € P, ist. Da für die Addition und 
die Multiplikation mit reellen Zahlen wiederum die Rechengesetze 1a)-3b) gelten, folgt: 

. Die Polynome in einer Unbestimmten mit reellen Koeffizienten, deren Grad kleiner als n ist, bilden 
. einen linearen Vektorraum P,. > 


8°, Als letztes wollen wir ein Beispiel aus dem Bereich der Geometrie wählen und damit an die 
von der Schule her geläufigen Vorstellungen über Vektoren anknüpfen. 
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Es sei ® die Menge der Translationen (Parallelverschiebungen) der Ebene. Ist P ein beliebiger 
Punkt der Ebene, so ist eine Translation ze X durch den Bilspuakt Q, auf den P durch r abgebildet 


wird, eindeutig bestimmt. Wir sagen: Die gerichtete Strecke 2 „repräsentiert“ die Translation r. 
ER 5 


— j 

Zwei gerichtete Strecken PO und P'Q' repräsentieren genau dann die gleiche Translation ze ®, 
wenn diejenige Translation, die P in P’ überführt, auch den Punkt Q auf den Punkt O' abbildet 
(Abb. 1). i 


Abb. 1 
p' 
Sind £ und y. zwei Translationen aus ®, so verstehen wir unter. £ + 4 diejenige Translation, die 


man erhält, wenn man auf das Ergebnis der Translation £ die Translation y anwendet. Geht der 
Punkt ? bei der Translation r in Q über und führt die Translation 4 den Punkt Q in den Punkt Q’ 


— 
über, so wird die Translation £ + 4 durch die gerichtete Strecke PQ’ repräsentiert. Ist der Punkt P’ 


i _> 

das Bild von P bei der Translation ), so repräsentieren die Strecken PP’ und 00' die gleiche Trans- 
lation, nämlich y, und folglich führt die Translation x, die ? in O abbildet, den Punkt P’ in Q’ über. 
Das so erhaltene Parallelogramm bedeutet, daß der Punkt ? durch die Translationen x + h und 
y-+ x auf den gleichen Punkt Q’ abgebildet wird. Da dies für jeden Punkt der Ebene gilt, genügt 
.die Addition dem kommutativen Gesetz GipR: 2). meet läßt sich das assoziative Gesetz der 
Addition nachweisen. - 


Abb. 2 


p p' 


Bezeichnet » diejenige „Translation“, die jeden Punkt der Ebene fest läßt, so gilt für sie die Glei- 
chung 1c). Ist ferner (—x) diejenige Translation, die die Translation x rückgängig macht, so gilt 1d). 
Miter bezeichnen wir die Translation, die jeden Punkt der Ebene um das a-fache der Translation £ 
. verschiebt. Dabei wird die Richtung der Translation umgekehrt, wenn «& eine negative Zahl ist. 
Die Rechengesetze 2a) und 2b) sind einfach nachzuweisen, ebenso 3b). Wir beschränken uns auf 


— — 
die Betrachtung von 3a). Die Translationen rt und ar seien durch PQ bzw. PR repräsentiert!); die 


») Wir beschränken uns hier auf den Fall einer positiven reellen Zahl a. 
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Strecke PR" repräsentiere die Translation «(t + 4). Dann repräsentieren 00’ und RR' di die Trans- 


lation d, und aus den Ähnlichkeitssätzen im Dreieck folgt, daß RR" das «-fache von RR ist. Die 

Translationen &(£ + 4) und «ar + ob bilden den Punkt P auf den gleichen Punkt R' ab,unddaP . 

ein beliebiger Punkt der Ebene war, gilt das erste distributive Gesetz 3a) (Abb. 3). 
Die Translationen der Ebene bilden einen linearen Vektorraum ®. 


4.DAS RECHNEN IN LINEAREN VEKTORRÄUMEN 


In der einleitenden Nr. 1 haben wir darauf hingewiesen, daß wir uns, von der speziel- 
len Eigenart der Objekte eines Vektorraumes abs#hend, mit dem Verhalten gegenüber 
den erklärten Rechenoperationen, der Addition und der Multiplikation mit reellen 
Zahlen, beschäftigen werden. In diesem Abschnitt geben wir für lineare Vektorräume 
eine Reihe von Rechenregeln an, wie sie für das Rechnen mit Zahlen bekannt sind. 
Zunächst wollen wir die Addition induktiv von zwei auf beliebig en viele Sum- 
“ manden ausdehnen. 

Es sei V ein linearer Vektorraum. Wir betrachten n Vektoren x, %, :.:,meV, 
und es sein 2 2. Die Summe dieser n Vektoren definieren wir durch die Gleichung 


ntn te tn Smtnte tm th 
Def. 


unter der Induktionsannahme, daß die Summe von n — 1 Vektoren aus V bereits 
definiert sei. Zur Bezeichnung der linken Seite bedienen wir uns des Summenzeichens 


rn tn + -+x%, und erhalten die Definitionsgleichung in der Form 
Ka 


n-i 


)E7 =)y *% + Kn- 
j=1 


R- 1 


Für die Summe von n Vektoren eines linearen Vektorraumes gilt eine Verallgemeine- 
rung des assoziativen und des kommutativen Gesetzes. 
Das verallgemeinerte assoziative Gesetz besagt, daß man in.einer Summe von eh: 
lich vielen Vektoren in beliebiger Weise Klammern setzen und weglassen darf, ohne 
den Wert der Summe zu ändern. Die Aussage des verallgemeinerten kommutativen 
Gesetzes besteht darin, daß man in einer Summe von endlich vielen Vektoren die 
Reihenfolge der Summanden beliebig verändern darf, ohne daß sich der Wert der 
Summe ändert. Entsprechend läßt sich das assoziative, Gesetz der Multiplikation 
dahingehend verallgemeinern, daß man in einem Produkt aus endlich vielen reellen 
Zahlen und einem Vektor x nach Belieben Klammern setzen und weglassen darf, 
ohne daß sich der Wert des Produktes ändert. 

Die beiden distributiven Gesetze lassen sich zu der. folgenden Rechenregel er- 
weitern: 
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Sind x, X%31...,%,e V und &,, &2, ..:, &m & R, so gilt 


treten )RıtR +4) 
= 4%, + %1X2 tee tm 


+ 8X + A2X2 + + 82 


+ OmKı + &mka + + mn 
— &%ıXı + &2Kı + in + Amkı 


+ 018% + 082% 4° + md 


Kee 


HK ta 


Benutzen wir das Summenzeichen, so erhält diese Gleichung folgende einfache Form: 


m nn mn n 
PODDESPIEEPPNET 
‚\i=1 jet is1j=1 jelist 

‚In einem linearen Vektorraum V gibt es nur einen Nullvektor o, und zu ‚jedem 
Vektor x e V gibt es nur einen negativen Vektor (-x)e V. Für diese Vektoren gelten 


folgende Gleichungen: 
0r=o und (-NYxr=(-x) fürjedsxeV. 


Wir schreiben x-y=x + (-y) und bemerken, daß alx — vie =oxr—-oy und 
(« - Mx = =ax SER BE 


5.* AXIOMATISCHE BEWEISE DER RECHENREGELN 


Die in Nr. 4 angegebenen Verallgemeinerungen der assoziativen, kommutativen und distributiven 
Gesetze sowie die Sätze über die Einzigkeit des Nullvektors und des zu einem. Vektor negativen 
Vektors lassen sich aus den Rechengesetzen 1a)-3b) wie folgt ableiten. Ein vornehmlich an den An- 
wendungen interessierter Leser kann diesen und den folgenden Abschnitt zunächst überschlagen. 
Durch einen Induktionsschluß folgern wir aus dem assoziativen Gesetz der Addition das verall- 


gemeinerte assoziative Gesetz. 


I. Sind n Vektoren xı, X2, ---, x, aus V und m ganze Zahlen kı, ka... km mit der Eigenschaft 
Ik <k<--<nSun Gegeben und setzen wir 


heart tn, Y2 + t.&a-0 I Et a 2 


so gilt die Gleichung 


Pu 


tu te tm=yıtry2t Tr Im 


\ 


Benutzt man das Summenzeichen, so ist 


Kirk B 
vyeDı (= 132, m; kyazn+D, 


j=ki 
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und die Behauptung lautet 


n m 
Dx= dpi 
jel 


ie 


Die Behauptung ist richtig für n = 1. Es sei n > 1, und. die Behauptung sei bereits für n -1 
Vektoren aus V bewiesen. Wir unterscheiden zwei Fälle. z 


1. Fall: k„= n. Dann ist Ya = X", -und nach Induktionsannahme gilt x, 3: at" +1 
= yı tY2 +. + Im-ı- Durch Addition von x, erhalten wir - 


Kata t+H tm dtm=Wı tI2 tn FIm dt Ka 


und daraus auf Grund der Definitionsgleichung für eine Summe aus n Vektoren die Behauptung. 


2. Fall: k„ <n. In diesem Fall setzen wir y/, = Km tt. Dann ist y„ = Yan + X, und nach 


Induktionsannahme gitx, + x +" +1 =Jı ya + Ym-ı + Yan. Wir berücksichtigen, 
dByı tY92 + "+ Im t Ym= a Ly2 + u + mo) ty, ist und addieren in der obigen Glei- 


chung x„. Dann gilt j 
atnter+z dt E68 +yJ2+° ee 


Auf die rechte Seite dieser Gleichung wenden wir das assoziative Gesetz der Addition 1a) an und 
erhalten 
Ktrntetrm. Vt%- Wıryate "+ Im- A 


Day, + x = Im ist, folgt die Behauptung wie im ersten Fall. 
Für eine genaue Formulierung des verallgemeinerten kommutativen Gesetzes benötigen wir den 


Begriff der Permutation. Unter einer Permutation der Zahlen 1,2, ..., n verstehen wir eine eindeutige 
Abbildung x der Zahlen 1,2, ...,n auf sich. Die Folge r(i), nQ), --, su(n) der Bilder der Zahlen 


1,2, ..., n besteht wiederum aus diesen Zahlen, wobei die Reihenfolge aber im allgemeinen eine andere 


ist. Das verallgemeinerte kommutative Gesetz können wir dann so aussprechen: 

II. Sind n Vektoren x;, X2, ---, x, aus V gegeben und ist reine Permutation der Zahlen 1,2, ...,n, 
so gilt ® . 
ut treten trat" RK 

Den Induktionsbeweis überlassen wir dem interessierten Leser als Übung. Der Leser überlege 


sich ferner die Formulierung des verallgemeinerten assoziativen Gesetzes der Multiplikation mit 
reellen Zahlen nach dem Beispiel von Satz I und beweise dieses Gesetz. j 


Die in der Definition des linearen Vektorraumes unter 3a) und 3b) senahten distributiven Ge- 
setze werden zu der folgenden wichtigen Regel für das Rechnen mit Sin Imenzeichen verallge- 
meinert: „ar 


II: Sind xı, x2, ee xXn Vektoren aus V und a, ,% 2, ---, &m € R, so gilt 


Zum Beweis lesen wir. die es distributiven Gesetze 3a) und 3b) durch vollständige 


Induktion und zeigen: Sind x, , X2, ---, x" Vektoren aus V und ist «€ R, so gilt 


en n n 
Runter od Vo say tanzt tm. (2) 
je je - i 4 


Die Gleichung 
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Sind &15 2,5 --:3 Om reelle Zahlen und istx& V, so gilt 


m m 
(it [2 ++ )x= (£ D) xı= & tt tom 6) 


Die Gleichung (2) stimmt für a = 2 mit 3a) überein. Es sei nun n > 2, und wir nehmen an, daß 


_ die Gleichung (2) für z — 1 Summanden gilt. Dann ist 


tat tr sehn trnt tm )trw)sorhntrt tn) tom 


Hieraus und aus der Induktionsvoraussetzung Ant te tn san tax + +oxmı 
folgt die Gleichung (2). 

Die Gleichung (3) stimmt für m = 2 mit 3b) überein. Es sei m > 2, und wir nehmen an, daß die 
Gleichung (3). für m — 1 Summanden gilt. Dann ist 


(+02 Ele Ilka ++ Hm) Ft m) X 


= (0 +82 +. + om-DIt+ OmR 


EN 


Hieraus und aus der Indüktionsvoraussetzüng (Ft Fom-ı) X = 0X + Rx +- sr Im- 1X 


folgt die Gleichung (3).. ea 
Betrachten wir nun das Produkt (£ =) (£ ‚) so gilt nach (3) 


ii ja1 
m 
(£ x) (£ „)-@. +0, +: +} ERS y+2 + 2) x% 
i21 je jel je ei 
— S («2 P> u) 


i=1 jel 


n na 
Berücksichtigen wir die Gleichung (2), so ist &, 3 x, = a1 +xX2 + + 04%, = 3) ax, und damit 
j je 1 


(£ «) (£ x) = >> c >> x) = 3 % 7 7 


dal j-1 - del je del jel 


> 3 = z 3 KX, 


ie1 j=1 
folgt schließlich aus dem verallgemeinerten kommutativen Gesetz. 
Wir beweisen nun die Einzigkeit des Nullvektors. 


W. In einem linearen Vektorraum gibt es genau einen Nullvektor. 

Das Gesetz 1c) besagt, daß ein Nullvektor existiert. Es seien I oe und o’ Nullvektoren in Y 
Dann gelten für alle xe V die Gleichungen x+0o=x und x+ 0’ = x. Setzen wir in der ersten 
Gleichung x = 0’ undin der zweiten x = o, so erhalten wir 0’ + o= o’ undo + 0’ = o. Es ist also 
o‘=o. 2 

Ein entsprechender Satz gilt für das negative Element. 


V. In einem linearen Vektorraum V gibt es zu jedem Vektor x genau einen negativen Vektor (—x). 


Das Gesetz 1d) besagt die Existenz eines negativen Vektors. Es seien jetzt (x) und (—x)' negative 
Vektoren zum Vektor x. Dann ist x + (—-x)’ = o, und wenn wir den Vektor (- x) addieren, erhalten 
wir (—x) + (x + (-x)')= (x). Nach dem assoziativen Gesetz der Addition folgt aus dieser Glei- 
chung ((-x) + x) + (—x)' = (-x), und da (-x) + x = o ist, ergibt sich (-x)' = (- x). 


VI. In einem linearen Vektorraum V gelten die Gleichungen 
Ox=o und (-YDx=(-x) fürjedesxeV. 


, 
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Es seien x und y zwei beliebige Vektoren aus V. Wir setzen z= (-x) + y, damit y=2z+x, 
und es gilt y+0xr= +) +0x=z+(lx+0x)=z+(1+0)x=y. Das Element 0x ist also 
ein Nullvektor in V, und nach Satz IV ist Ox = o. Ferner gilt x + (-I)x =(1+C-Dx=0=o, 
und daraus folgt, daß (—-1) x ein negatives Element zu x ist. Nach Satz V gilt (-I) x = (—-.x)., 


6.* VEKTORRÄUME ÜBER BELIEBIGEN KÖRPERN 


Für den an der Axiomatik der linearen Vektorräume interessierten Leser wollen wir die bekannten: 
Rechengesetze der reellen Zahlen zusammenstellen, auf die wir in unseren Überlegungen Bezug ge- 
nommen haben. 

In der Menge R der reellen Zahlen ist eine Addition und eine Multiplikation derart erklärt, daß 
die Summe und das Produkt zweier reeller Zahlen wieder reelle Zahlen sind. Für die Addition und 
die Multiplikation der reellen Zahlen gelten folgende Rechengesetze: 


1«) Für je drei reelle Zahlen o, ß, y gilt 
+P)+y=artß+Y) (assoziatives Gesetz der Addition); 
1P) für je zwei reelle Zahlen », ß gilt 
a+ß=ß+o 3 (kommutatives Gesetz der Addition); 
1y) es gibt eine reelle Zahl 0, so daß für jede reelle Zahl & 
a+0=& 
ist; 
16) zu jeder reellen Zahl « gibt es eine reelle Zahl (—«) mit 
“+ (-o)=0; 
- 2) für je drei reelle Zahlen «, 8, y gilt 
j (& PB y=a-(ß-y) (assoziatives Gesetz der Multiplikation); 
2) für je zwei reelle Zahlen «, ß gilt 
a'ß=ß'a (kommutatives Gesetz der Multiplikation); 
2y) es gibt eine reelle Zahl 1, so daß für jede reelle Zahl & 
al=& 
gilt; 
26) zu jeder reellen Zahl & == 0 gibt es eine reelle Zahl &-! mit. 
ot-=1; 
. 3) für je drei reelle Zahlen «, By gilt 
a-($+p)=a'ß+a-y (distributives Gesetz). 


Ist in einer Menge K von beliebigen Elementen o, ß, y, ... eine Addition und eine Multiplikation 
derart erklärt, daß Summe und Produkt zweier Elemente aus K wiederum Elemente aus X sind, und 
genügt diese Addition und Multiplikation den Rechengesetzen 1&)-3), wobei überall die Worte 
„reelle Zahl“ durch „Element aus K“ zu ersetzen sind, so nennt man die Menge K einen Körper. 

Die oben angegebenen Eigenschaften des Rechnens mit den reellen Zahlen können wir in dem 
folgenden Satz zusammenfassen. j 
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VI. Die reellen Zahlen bilden einen Körper 

Als ein weiteres Beispiel für einen Körper nennen wir die komplexen Zahlen. } 

In den $$ 1-13 werden nur die genannten Gesetze für das Rechnen mit reellen :Zahlen in unsere 
Betrachtungen über lineare Vektorräume eingehen. 


Wir weisen den Leser auf die folgende Veraligemeinerung der hier dargestellten. Theorie hin. 

Betrachtet man einen beliebigen Körper K und ersetzt in der in Nr. 2 angegebenen Definition eines 
linearen Vektorraumes die Worte „reelle Zahl“ durch „‚Element von K“ und das Zeichen „we R“ 
durch „eK“, so erhält man die Definition eines Vektorraumes über dem Körper K. Da die in 
den $$ 1-13 entwickelte Theorie der linearen Vektorräume lediglich auf den Rechengesetzen 1a)-3b) 
. sowie 1&)-3) beruht, gelten alle Überlegungen und Sätze dieser Paragraphen auch für den Fall eines 
Vektorraumes über einem beliebigen Körper K. Eine. Ausnahme bilden lediglich einige Beispiele 
(vgl. etwa $ 1, Nr. 3, Beispiel 5°), in denen Begriffe der reellen Analysis, wie Stetigkeit, Differenzier- 
barkeit usw., eine Rolle spielen: Erst in $ 14, Nr..3 und in den folgenden Paragraphen werden auch 
in der allgemeinen Theorie Eigenschaften’ der. reellen Zahlen herangezogen, die über die oben ge- 
nannten Rechengesetze hinausgehen und die Anordnung der reellen Zahlen.betreffen. Die Ergebnisse 
dieser Paragraphen gelten dann nicht mehr für Vektorräume über einem beliebigen Körper K., 


7.AUFGABEN 


" 1. Man zeige, daß die Menge (2 der komplexen Zahlen einen linearen Vektorraum bildet. 

2. Für die Beispiele 2°-4° weise man die Rechengesetze 1a)-3b) nach. - 

3: In Analogie zum Beispiel 8° überlege man sich, daß die Translationen des Raumes einen linearen 
Vektorraum bilden. . . 

4,* Man beweise das verallgemeinerte Kornaalive Gesetz der Addition sowie das verallgemei- 
nerte assoziative Gesetz der Multiplikation mit reellen Zahlen durch vollständige Induktion. 

5.* Man beweise die Gleichungen fen (-a)=- x -oJx=al-n)=(-ar), go=o und 
alx — y) = ax — ay sowie (a - Br ax — Br. 


”. 


$2. TEILRÄUME 


1. EINLEITUNG 


In der Theorie der linearen Vektorräume hat man häufig mit Teilmengen eines line- 
aren Vektorraumes zu tun, die selbst einen linearen Vektorraum bilden. Ist z. B. ein 
. System von Kräften gegeben, die an einem Massenpunkt angreifen und die alle in 
einer Ebene liegen, so ist es offenbar unzweckmäßig, diese Kräfte als Vektoren im 
Raum aufzufassen. Man wird sich vielmehr auf die Betrachtung dieser Kräfte in der 
‚Ebene beschränken, sie also als ebene Vektoren auffassen, was die Untersuchungen 
vereinfacht. Werden allgemein gewisse Vektoren eines linearen Vektorraumes unter- 
sucht, so wird man häufig geneigt sein, sie als Elemente einer möglichst kleinen Teil- 
menge des gegebenen Vektorraumes aufzufassen, wobei man diese Teilmenge: so 
wählen muß, daß sie selbst wiederum ein linearer Vektorraum ist, wenn man die all- 
gemeine Theorie der linearen Vektorräume auf den betrachteten Fall anwenden will. 
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*Untersucht man, um.ein anderes Beispiel zu nennen, gewisse differenzierbare Funktionen auf 
.dem Intervall [&o,; Bo] der reellen Geraden, so wird man diese Funktionen im allgemeinen nicht so 
sehr als Elemente des Vektorraumes C(&o; Bo) = Do(&o, Bo) der.auf diesem Intervall stetigen. Funk- 
tionen, ‚sondern als Elemente des „kleineren“ Vektorraumes D,(&o, Bo) der auf dem genannten 
Intervall differenzierbaren Funktionen betrachten. Da jede differenzierbare Funktion stetig ist, ist 
Dy(&o,ßo) offenbar eine Teilmenge des Vektorraumes Do(&o, fo), die. selbst ein linearer Vektor- 
raum ist., 


Diese Überlegungen führen zum Begriff des linearen Teilraumes eines linearen 
Vektorraumes, wie er in Nr. 2 definiert wird. 


2. LINEARE TEILRÄUME,; EIN KRITERIUM 


Eine Teilmenge W eines linearen Vektorraumes V nennt man einen linearen Teil- 
raum. von V, wenn sie selbst ein linearer Vektorraum ist, wobei die Addition und die 
Multiplikation mit reellen Zahlen in W mit der Addition und der Multiplikation mit 
reellen Zahlen in V übereinstimmen. Daraus folgt, daß ein Teilraum W mit zwei 
Vektoren x und y auch deren Summe x + y und mit einem Vektor x auch jedes reelle 
Vielfache «x dieses Vektors enthält. Es ist wichtig, daß sich ein linearer Teilraum 
durch diese Eigenschaften charakterisieren läßt. Wir beweisen das folgende 


Kriterium. Eine nicht leere!) Teilmenge W eines linearen Vektorraumes V ist genau 


dann ein linearer Teilraum von V, wenn mit je zwei Vektoren x,ye W auch die Summe 
x+yzuW gehört und Jedes reelle Vielfache &x eines Vektors xe W wiederum ein 
Vektor aus W ist. 

Auf die Notwendigkeit der genannten Bedingung haben. wir bereits hingewiesen, 
wir brauchen nur zu zeigen, daß sie auch hinreichend ist. Dazu müssen wir die Rechen- 


gesetze 1a)—-3b) aus $1, Nr. 2 nachprüfen. Da jedes Element xe Wein Vektor des 


größeren Vektorraumes X ist und da die Addition und die Multiplikation mit reellen 
Zahlen für die Elemente von W mit der Addition und der Multiplikation mit reellen 
Zahlen für die Vektoren aus V übereinstimmen, gelten die Gesetze 1a) und 1b) sowie 
2a)—-3b) für die Addition und die Multiplikation mit reellen Zahlen in W. Zum 
Nachweis von Ic) und 1d) sei x ein beliebiger Vektor aus W. Nach Voraussetzung 
ist &x für jede reelle Zahl & ein Vektor aus W, und insbesondere gilt Or = ve W 
sowie (-1)x = (-x)e W. Damit ist das Kriterium bewiesen. 


3. BEISPIELE 


Den Begriff deslinearen Teilraumes erläutern wir an einigen Beispielen. Wir benutzen das bewiesene 


Kriterium, um den Leser mit dessen Anwendung vertraut zu machen. 


1°. Es seiV = R? der Vektorraum aller Paare von reellen Zahlen. Die Menge W bestehe aus allen 
Paaren (%,0), für die an der zweiten Stelle die reelle Zahl O steht. Sind («, 0), (8, 0)€ W, so gilt 


3) Das bedeutet, daß die Teilmenge W wenigstetis einen Vektor aus V enthält. 
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(«, 0) + (8, 0) = (a + 8,0), und das bedeutet, daß die Summe zweier Vektoren aus W wieder zu W 


. gehört. Ist € Rund (#,0) € W, so ist «(ß, 0) = (« : $, 0), und das Produkt eines Vektors aus W mit 


einer reellen Zahl liegt wieder in W. Nach dem in Nr. 2 bewiesenen Kriterium ist W ein linearer 
Teilraum des Vektorraumes R?: 

Entsprechend zeigt man, daß die Menge aller Paare der Form (0, ), für die an der ersten Stelle 
die reelle Zahl 0 steht, ein linearer Teilraum von R? ist. 

Diese Betrachtungen lassen sich auf den Vektorraum ‚R" der r-tupel reeller Zahlen verallgemeinern. 
Dazu betrachten wir m ganze Zahlen, die zwischen 1 und n liegen: 1 Sk, <<. <k"„<n. Es 
sei W die Menge aller n-tupel (x, , &2, ---, &,), für die &,, = &, = "= 0, = D ist. W besteht also 
aus allen »-tupeln, für die an den festgelegten Stellen k; , kz, ---, k„ die reelle Zahl 0 steht. Fassen wir 
das n-tupel (@ı , &2, ---,. &,) = x als reellwertige Funktion mit dem Definitionsbereich 1, 2, ..., n auf, 
so besteht W aus allen reellwertigen Funktionen, die an den Stellen kı, k2, -.-, k„ verschwinden. Für 
die Addition gilt 


rs 27 3 %,) +; Ba» .. En) = (& + es + ß2: On 3 Bad» 


und wenn (04, &2, ---, An) (Bı> Ba> +» Bu) € W ist,-so bedeutet dies, daß %, =, = "=, = 0 
und 4, = Br, = = Bu, > 0 ist. Dann ist aber auch o,, + Pr, = &, + Pu = + Bm = 
und die Summe der betrachteten n-tupel ist ein n-tupel, für das an den Stellen kı , ka, -.., X die reelle 
Zahl 0 steht und das damit der Menge W angehört. Für die Multiplikation mit einem & € R gilt 


(ci, Ayyn &n) = (« "4,8 O2, u ® 0); 


und ausa,, = 0.,= "=, = Dfolgta a, = 00, = =. 0, = 0,sodaßmit (a,, &2, ---,&m) 
auch das Produkt aa, , &, -.-, &,) zu W gehört. Die Menge W ist ein linearer Teilraum des Vektor- 
raumes R”. i 

Beachten wir die oben schon erwähnte Auffassung der Elemente von R” als reellwertige Funktionen, 


so ergibt sich folgende Verallgemeinerung unserer Betrachtüngen auf den Fall des linearen Vektor- 


raumes RM). 

Es sei M eine gegebene Menge und M, eine Teilmenge von M. Mit W = RÜM/M,) bezeichnen 
wir die Menge derjenigen reellwertigen Funktionen mit M als Definitionsbereich, die für alle Ele- 
mente aus M, den Wert Null annehmen. Zunächst ist W = R(M/M,) eine Teilmenge des Vektor- 
raumes ROM). Sind x, y < RÖN/M), so gilt für jedes ae M, die Gleichung x(a) = y(a) = 0. Dann ist 
aber auch (x + y) (a) = x(a) + y(a) = O für jedes ae M, und folglich x + ye RM/M,). Ebenso gilt 
für jedes& e Rundae M, die Gleichung (&x) (a) = & - (x(a)) = 0, falls x € RM/M.), d. h. x(a) = 0 
für jedes aeM,, ist. Damit ist ax e RM/M,), und W= RER.) ist ein ‚linearer Teilraum des 
Vektorraumes RM). 


2°. Es sei wiederum V = R2 der Vektorraum der Paare reeller Zahlen, und es seien &o, Po € R zwei 
reelle Zahlen, die wir für unsere Betrachtungen festhalten wollen. Mit .W bezeichnen wir die Menge 
aller Paare («, ß) € R?, die der Gleichung 


%&t+ßoP=0 
genügen. 
Betrachten wir zwei Paare (,ß), (y, 6) e W, so gilt &%'&+ßo'ß=O und %o y+ßo'6= 
Durch Addition dieser Gleichungen erhalten wir 


Ratte ArN=0 


Diese Gleichung bedeutet aber, daß das Paar (x + Y, f + 6) zu W gehört, und wie wir wissen, ist 
(+5B+N)=(@,P)+W, 6). Mit je zwei Elementen gehört also auch ihre Summe zur Teil- 
menge W. Ist xe R.und (ß,y) € W, so gilt &o "+ Bay = 0, und durch Multiplikation mit der 
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reellen Zahl & erhalten wir. die Gleichung 
ga: BD + Bo: @y)= 


die besagt, daß das Paar (&- B, oy)= = y) wieder zu W gehört. W ist also ein Teer Teilraum 
von V= R*. 


Wir können diese Überlegungen wiederum auf den Fall Y = R" übertragen und nehmen dazu an, 


daß a", u, .., «(® € R gegebene reelle Zahlen seien, die im folgenden festgehalten werden. Mit W 


bezeichnen wir die. Menge aller »-tupel (01, &23 + &n) € R", die der Gleichung _ 
° ©. 


I. dt tat 
genügen. 
. Bedienen wir uns ne Summenzeichens, so erhält diese Gleichung die Form > 2. %=0. 
Sind (&, &2, --, &ndi (Bis Bas +» Bun) € W, so gilt Ze ! 


>> 9 .%,=0 und Zo®. B;=0. 


jel jel 
Durch Addition dieser Gieichungen erhalten wir 


Rn nr ' 
0=. 1a re DB, = PIC m. "a, + 0. BI = No (a, + B). 
jel jel 
: Diese Gleichung bedeutet, daß das »-tupel 
X + ßı, &2 + Ba; Op + P) = (1, 1.7 PERS &n) F (Bi, ß,, a En) 


zu W gehört. Ist «€ ER und (04 , &2, ---, %,) € W, so folgt aus > 9 »&,= 0 durch Multiplikation 
mit & jei . nn 


0=a: 0. a;= EP (0). 
j=l . 
Das bedeutet, daß auch o(&, , &2; ---, %) = (81,8 "02, .--, & + &,) ein n-tupel aus W ist, und wir 
haben bewiesen: 
W ist ein linearer Teilraum von V= R”. 


'30.* Betrachten wir die in $1, Nr. 3, Beispiel 5° angegebenen Vektorräume, so ist offenbar 
D;(&o, ßo) ein Teilraum von D,(&o, Bo) sobald i-< j ist. 


4°, Der in $1, Nr. 3, Beispiel 7° angegebene Vektorraum P,„ ist ein Teilraum des in $1, Nr.3,. 


Beispiel 6° genannten Vektorraumes P. 


In jedem Vektorraum V gibt es zwei „triviale“ Teilräume. Zunächst ist der Vektor- 
raum W=V ein Teilraum von P, oder anders ausgedrückt: Jeder Vektorraum ist 
Teilraum von sich selbst. Die von dem ganzen Vektorraum V verschiedenen Teil- 
räume W heißen echte Teilräume von V. 

Besteht die Menge W nur aus dem Nullvektor o von P, so ist w: ein linearer Teil- 
raum von Y. Wir bezeichnen diesen Teilraum mit fo}. Die von {o} verschiedenen 
echten Teilräume von V heißen nichttriviale Teilräume von V. 


4. DER DURCHSCHNITT LINEARER TEILRÄUME 


In Nr. 1 haben wir darauf hingewiesen, daß es häufig zweckmäßig ist, einen dem 
betrachteten Problem angemessenen Teilraum zu wählen. Dabei kann es vorkommen, 
3 Boseck 
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daß man zur Behandlung verschiedener Aspekte des gleichen Problems verschiedene 
Teilräume wählen wird, so daß die. gleichzeitige Betrachtung mehrerer Teilräume 
eines linearen Vektorraumes und der zwischen ihnen bestehenden Beziehungen not- 
wendig wird. Diesen Fragen wollen wir uns jetzt zuwenden. 


Zunächst führen wir.einige Bezeichnungen ein, die der Mengenlehre entlehnt sind und die im folgen- 
den benutzt werden. Ist X eine Menge (z. B. von reellen Zahlen oder Vektoren usw.), so schreiben wir 
für die Aussage „X, ist eine Teilmenge von X“ kurz X, = X und lesen „X, ist enthalten in X“. Das 
bedeutet, daß jedes Element von X, ein Element von X ist. Ist W ein linearer Teilraum von Y, so ist 
jeder Vektor aus W ein Vektor aus V, und wir können schreiben W<V. Natürlich ist nicht jede 
Teilmenge eines linearen Vektorraumes V ein linearer Teilraum von V. (Der Leser überlege sich: dies 
an einem einfachen Beispiel.) Sind X, und X, zwei Mengen, so bezeichnet man die Menge aller 
Elemente, die in X, und in X, liegen, mit X, N X, und nennt sie den Durchschnitt der Mengen X, 
und X,. Sind W; und W, lineare Teilräume eines linearen Vektorraumes V, so ist Wı N W, die 


“ Menge aller Vektoren aus V, die dem Teilraum W, und dem Traum W; angehören. 


Wir beweisen den folgenden. Satz: 


I. Sind W, und W, lineare Teilräume des aaa: Vektorraumes V, so ist auch 
W, NW; ein linearer Teilraum von V. 

Zum Beweis müssen wir prüfen, ob das in Nr. 2 genannte Kriterium erfüllt ist. Es 
seien x, y zwei Vektoren aus dem Durchschnitt W, N W,. Das bedeutet x, ye W, 
und x,ye W,. Da W, und W, lineare Teilräume sind, gilt also x +yeW, und 
x+yeM.. Dann ist aber xe+yeW,nW..ItaeRundxeW,NnW,, so ist 
xeW, undxeW,, und da W, und W, nach V. oraussetzung lineare Teilräume sind, 
gilt auch axe W, und ax e W,. Es ist also ax € W,n W,, und das: Kriterium aus 
Nr. 2 ist erfüllt. Der. Satz I ist bewiesen. 

Der angegebene -Beweis läßt sich ohne Mühe auf den Fall-von mehr als zwei Teil- 
räumen eines linearen Vektorraumes übertragen. Die Anzahl der betrachteten Teil- 
räume braucht dabei nicht einmal endlich zu sein. Um dies einzusehen, bezeichnen 
wir mit ® ein System von Teilräumen eines linearen Vektorraumes V. (In dem in 
Satz I behandelten Fall besteht ® aus den beiden Teilräumen W, und W,.) Wir wollen 
nur annehmen, daß das System ® wenigstens einen Teilraum enthält. Unter dem 
Durchschnitt der Teilräume des Systems ® verstehen wir die Menge der Vektoren aus 
dem Vektorraum V, die in allen zum System ® gehörenden Teilräumen enthalten 


sind. Diesen Durchschnitt bezeichnen wir mit f) W. Ein Vektor xeV gehört zum 
Wet 
Durchschnitt N W, wenn für jeden Teilraum We%, d.h. für jeden Teilraum W, 
Weß - " 
der zu dem System ® gehört, x e W eilt. 


T. Ist B ein System von en Teilräumen des Vektorraumes V, das wenigstens 


einen Teilraum enthält, so ist auch W* = f\ W ein Teilraum von V. 
We% 


Zum Beweis prüfen wir wieder das in Nr. 2 bewiesene Kriterium. Es seien x und y 
zwei Vektoren aus W*; ist W ein beliebiger Teilraum von V, der in ® vorkommt, so 
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ist jeder Vektor aus W* ein Vektor aus W. Es gilt also x,ye W für jedes We®. 
Da W ein Teilraum ist, ist auch x + ye W, und für jedes se Rund xeW gilt 
axe W. Diese Überlegungen sind für jeden Teilraum We% richtig. Damit ist 
x+yeNnNW sowie axe f} W, und das Kriterium ist erfüllt. 
We Weg 
5°, Zur Erläuterung betrachten wir den. Vektorraum V= R? der Tripel reeller Zahlen. Sind 
aD, DD und a, a, a gegebene Zahlen, so definieren sie zwei lineare Teilräume W, und 
"2 die Yellorraumes Rs (val. Beispiel 2°). Der Teilraum W, besteht aus allen Tripeln (a1, 02,03), 
. für die 
a tod, +, = 0 

“ist, während der Teilraum. W, aus den Tripeln (&,, &2, &3) besteht, für die 


u o +: +9. =0 


ist. Der Durchschnitt WınW, ist nach Satz I ein linearer Teilraum und besteht aus allen Tripeln 
(&1, &2, &3) € R°, für die die beiden Gleichungen : 


am -&ı +od + a "= 0, 


aD. ++ aD = 0 


() 


gelten. Die Menge aller Tripel (&ı, &2, &) € RP, für ai un die beiden obigen Gleichungen 
gelten, bilden einen linearen Teilraum von R?. 

Ist Y= R" und sind m - n reelle’Zahlen «®, a, ..., BI aP, 2, 0, ee, ee, ..., 
gegeben, so definieren die Zahlen «f?, «S, ..., «® für jedes i = 1,2, meinen linearen Teilraum W; 
von V = R" (vgl. Beispiel.2°). Der Teilraum a besteht aus allen ntupein (&,%35 --.,%) ER", die 
der Sechung z 


Da dt =0 
genügen. Eis sei B das System der Teilräume WGi=1,2,...,m).® Bel also aus m linearen Teil- 


räumen, und es sei W*= N} w. Wir schreiben dafür auch W* = N W.. Nach Satz’ ist w* 
‚ Wie - del 
ein linearer Teilraum von Y und. besteht aus allen »-tupeln (&,, &2, ---, &%,) € R”, die in allen Teil- 


räumen Wi = 1,2, ....m) liegen. Der Teilraum W* enthält also alle und nur die z-tupel. 


(&5&2, +, &) € R", die den folgenden m BRUDER genügen: 
Mrd + td, 0, | 


mt tat, 


© 


+ a0. 


Je m-n reelle Zahlen definieren einen linearen Teilraum W* von R" als das System aller n-tupel 
(X &2, ., &) € R”, die den Gleichungen (2) genügen. 


Der Durchschnitt eines Systems ® von linearen Teilräumen besteht nach Definition 


aus allen Vektoren, die jedem Teilraum We® angehören. Ist W ein linearer Teil-- 


raum, der in jedem Teilraum W &% enthalten ist, so gehören alle Vektoren aus W 


auch zum Dürchschnitt des Systems ®, undesgit W= W*= f} W. Hieraus und 
Weß 


3* 
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aus Satz I’ erhalten wir folgende Charakterisierung des Durchschnitts eines Systems 
von linearen Teilräumen: 


II. Der Durchschnitt W* = fi W eines Systems ® von linearen Teilräumen ist der 
We 


größte lineare Teilraum,. der. in allen Teilräumen von ® enthalten ist. 


5.DIE LINEARE HÜLLE; LINEARKOMBINATIONEN; 
LINEARE ABHÄNGIGKEIT; : j 

. DIE SUMME LINEARER TEILRÄUME; 
ERZEUGENDENSYSTEME 


In Nr. 4 haben wir uns mit Teilräumen beschäftigt, die in einem oder mehreren ge- 
gebenen Teilräumen enthalten sind. Zum Abschluß dieser Betrachtungen konnten 
wir die Existenz eines größten in allen Teilräumen eines gegebenen Systems enthal- 
tenen linearen Teilraumes feststellen. 

In diesem Abschnitt soll uns die etwas schwierigere, aber’auch ungleich wichtigere _ 
umgekehrte Frage beschäftigen. Suchen wir zunächst einen linearen Teilraum, der 
zwei oder mehrere gegebene Teilräume enthält, so hat der triviale Teilraum W/ = V/ 
offenbar diese Eigenschaft. Fragen wir jedoch nach einem kleinsten Teilraum, der 
zwei oder mehrere gegebene Teilräume enthält, so ist diese Frage schwieriger und 
nicht mehr wie in dem vorher betrachteten umgekehrten Fall mit rein mengen- 
theoretischen Hilfsmitteln zu beantworten. Wir untersuchen die etwas allgemeinere 
Fragestellung nach einem kleinsten Teilraum, der eine gegebene Menge von Vektoren 
‚enthält. Aus den Bemerkungen am Anfang dieses Paragraphen geht hervor, daß 
dieser kleinste eine gegebene Menge von Vektoren enthaltende Teilraum auch für 
die Anwendungen von großer Bedeutung ist. Die Existenz eines solchen Teilraumes 
. gestattet es, einen möglichst kleinen, dem jeweiligen Problem angemessenen Vektor- 
raum zur Untersuchung zu wählen. 


Wie in Nr. 4 beginnen wir mit einigen Begriffen aus der Mengenlehre. Sind X, und X, zwei 
Mengen, so versteht man unter der Vereinigung der Mengen X, und X,, die man mit X, U X be- 
zeichnet, die Menge aller Elemente, die zu X, oder zu X, gehören. Sind W, und W, lineare Teilräume 
des Vektorraumes V, so besteht W, U W, aus allen Vektoren, die in W, oder in W, liegen. Im 
. Unterschied zum Durchschnitt ist die Vereinigung zweier linearer Teilräume im allgemeinen kein - 
linearer Teilraum. 


6°. Wir erläutern dies durch ein Beispiel und betrachten im R? den Teilraum W, aller Paare («, 0) 
und.den Teilraum W, aller Paare (0, $). W, besteht also aus allen Paaren reeller Zahlen, für die an 
- der zweiten Stelle die Null steht, während W, aus allen Paaren reeller Zahlen besteht, für die an der 
ersten Stelle die Zahl 0 steht (vgl. Beispiel 19). Die Vereinigung W, U W; ist die Menge aller Paare 
reeller Zahlen, für die an der ersten oder an der zweiten Stelle eine Null steht. Die Summe («, 0) + (0, #) 
= (0, ß) zweier Elemente aus W, U W, ist aber nicht aus dieser Menge, wenn x #0. und ß #0 ist. 
Damit ist W, U W, in diesem Fall kein linearer Teilraum des Vektorraumes R?. 
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Die Vesnsune W, v W, zweier linearer Teilräume ist im aan lediglich 
eine Menge von Vektoren aus dem Vektorraum V. Eine Menge von Vektoren eines 
linearen Vektorraumes bezeichnen wir im folgenden mit großen deutschen -Buch- . 
staben W,%,... vom Anfang des Alphabets. Fragen wir nach einem kleinsten Teil- 
raum, der die gegebenen Teilräume W, und W, enthält, so bedeutet dies, daß wir 
einen kleinsten Teilraum suchen, der die Menge Y = W, u W, von Vektoren ent- 
hält. Wir wollen unsere Fragestellung, insbesondere den Best „kleinster“ Teilraum 

"folgendermaßen präzisieren; 


Es sei X eine gegebene Menge von Vektoren eines linearen Vektorraumes Y. Ge- 
sucht wird ein linearer Teilraum W* von Y mit folgenden Eigenschaften: aa X = W*, 
:b) ist W ein Teilraum von V, der die Menge X enthält, so enthält er auch den Teil- 
raum W*. 


Einen linearen Teilraum W* mit den Eigenschaften 2) und b) nennen wir einen 
kleinsten oder minimalen Teilraum, der die Menge U enthälıt. 


Wir beweisen folgenden Existenz- und Einzigkeitssatz: 


I. Ist X eine gegebene Menge von Vektoren aus V,.so gibt es genau einen minimalen, 
die Menge X enthaltenden linearen Teilraum W* von V. 


Wir beweisen zunächst die Einzigkeit und nehmen an, W* und W# seien im obigen 
Sinne minimale, die Menge X enthaltende Teilräume von V. Wegen der Eigenschaft a) 
gilt A= Wi und X W#. Da W# aber auch die Eigenschaft b) besitzt, folgt aus 
Ace W*, daß auch w* = W? ist. Vertauscht man die Rollen von W* und W*, so 
git W# = W* und damit W} = W#. Es gibt also höchstens einen minimalen, die 
Menge X enthaltenden Teilraum. 


Für den Existenzbeweis betrachten wir das System ® aller linearen Teilräume W 
von V, die die Menge X enthalten. Der ganze Vektorraum V gehört zu diesem 
System 3, denn er enthält die Menge 4. Wir betrachten nun den Durchschnitt 


W*= N W dieses Systems! ®, der nach SatzI’ein linearer Teilraum von V ist: Da 
We®ß : 


jeder Teilraum W € ® die gegebene Menge X von Vektoren aus V enthält, ist X auch 
im Durchschnitt enthalten, und es gilt YA = W*. Ist Wein linearer Teilraum, der die 
‘Menge X enthält, so ist We ®, und der Durchschnitt über alle Teilräume aus ® ist in 
W enthalten. Es gilt also W* < W. Der lineare Teilraum W* = N W besitzt die 
Eigenschaften a) und b), und Satz III ist bewiesen. ve 


Aus Satz Ill ergibt sich als Folgerung: Ist X, eine Menge von Vektoren, die in der 
Menge % enthalten ist: X, = X, und ist W* bzw. W* der minimale Teilraum, der die 
Menge X, bzw. X enthält, so ist W#* in W* enthalten: W+ = W*. 
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Der lineare Teilraum 'W* enthält die Menge Y und wegen X, <W auch die 
Menge W,. Nach der Eigenschaft b) des linearen Teilrauries W* folgt daraus 
WE ec W*. i 
Wir wollen den minimalen, eine gegebene Menge U von Vektoren enthaltenden 
linearen Teilraum noch in anderer Weise, und zwar durch die Elemente der Menge X 
charakterisieren. Der Einfachheit halber setzen wir zunächst voraus, daß die Menge X 
endlich ist und aus den Vektoren x;, X2, ..., x, besteht. Die Vektoren x, 5 %, er 
liegen also in dem linearen Teilraum W*. Sind &, , &2,...., &, beliebige reelle Zahlen, 
so gehören die Vielfachen &,x1, &2X2; :.:, &X, ebenfalls dem Teilraum W* an, und 

schließlich ist auch ihre Summe; der Vektor 


yarnııkı Fa tt 16) 


ein Vektor aus W*. 

Ein Vektor ye V, der sich in der Form (3) durch die Vektoren x,, = sn 0m dar- 
stellen läßt, heißt eine Linearkombination der Vektoren x,, X2, ..., X. Ein Vektor 
yeV heißt linear abhängig von den Vektoren xı, X2, ..., X,, wenn er ne Linear- 
kombination dieser Vektoren ist. 

Unter Verwendung der soeben eingeführten Begriffe können wir die obigen Über- 
legungen folgendermaßen zusammenfassen: Ist U = {x|, X, ..., x} eine endliche 
Menge von Vektoren, so enthält der minimale, die Menge U enthaltende Teilraum W* 
alle Linearkombinationen der Vektoren x,, Xz, ..., X, oder, was das gleiche ist, W* 
enthält alle von xı, X, ..., X, linear abhängigen Vektoren aus: V. 

Ist X eine unendliche Menge, so betrachten wir eine beliebige endliche Teilmenge X, 
von X. Der lineare Teilraum W*, der die Menge X enthält, enthält auch die end- 
liche Menge X, , und nach den obigen Überlegungen enthält W* auch alle Linear- 
kombinationen der Vektoren aus X, oder alle von den Elementen von Y, linear 
abhängigen Vektoren. 

Ein Vektor y e Y heißt eine Srdiiche Linearkombination von Vektoren aus der Menge 
X, wenn es eine endliche Teilmenge X, von X gibt, so daß y eine Linearkombination 
der Vektoren aus W, ist. Ein Vektor ye V heißt linear abhängig von den Vektoren aus U, 
wenn er eine endliche Linearkombination von Vektoren aus X ist, das bedeutet, es 

gibt eine endliche Teilmenge X, von 4, so daß y von den Vektoren der Aiengs %, 
linear abhängig ist. 

Wir haben die wichtigen Begriffe Linearkombination von Vektoren aus einer Menge - 
sowie lineare Abhängigkeit von den Vektoren einer Menge durch diese Definitionen 
auf unendliche Mengen ausgedehnt. 

Ist X’eine gegebene nicht leere Menge, so bezeichnet man die Menge aller enälichin 
Linearkombinationen von Vektoren aus X oder, was das gleiche ist, die Menge aller 
von den Vektoren aus X linear abhängigen Vektoren) aus V mit L(Q) und nennt sie die 
lineare Hülle von X. 


o 
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Die Menge X ist in ihrer linearen Hülle L(%) enthalten. Ist x e X, so betrachten wir 
die einelementige Teilmenge X, = {x} von X. Es gilt x = Ix, und der Vektor x ist 


eine Linearkombination der Vektoren aus der endlichen Teilmenge A von %. Jeder 


Vektor ist von sich selbst linear abhängig. 
Aus unseren oben angestellten Überlegungen erhalten wir die folgende Aussage: 
Ist W* der minimale, die Menge X enthaltende Teilraum, so enthält W* die lineare 
Hülle L@%) der Menge X, d.h. LM) = W*. 
Wir Beweis den f olgenden Satz: 


IV. Die lineare Hülle LE) einer nicht leeren Menge X von Vektoren aus V ist ein 


linearer Teilraum von V. 


"Aus diesem Satz erhalten wir unmittelbar die folgende Charakterisierung des 
Vektorraumes W*: 


V. Der minimale, die Menge X enthaltende T eilraum W* von V ist die lineare Hülle 
LO). der Menge U, d.h. W* = LM). 


Wir haben schon festgestellt, daß L(X) = W* ist. Nehmen wir jetzt an, der Satz IV 


sei bewiesen, dann ist Z(W) ein linearer Teilraum, der die Menge A enthält. Aus der 


ee b).des linearen Teilraumes W* folgt aber W* = L%) und daraus 
= LM. 


Nun muß der Satz IV bewiesen werden. Es seien y, y' e L(W). Dann gibt es endliche 


Teilmengen U, = {x,,%2, ...,1.} und W = {x# , X, X} von W, so daß y von 
* den Vektoren aus X, und y’ von den Vektoren aus X, linear abhängig ist. Es gibt also 
reelle Zahlen «&; , &2; -.., &m Und &1,.%5, ..., X, so daß die folgenden Gleichungen - 


gelten: 

y= on + RX + + Om VS RE + + Are | 
Ist X, = X, v X, die Vereinigung der endlichen Teilmengen X, und u von X, so ist 
auch X, eine endliche Teilmenge von A, und der Vektor y + y’ ist eine Linearkombi- 
nation der Vektoren aus X: . 


y+y =oırı +o2K2 + + Am + Ar + Ra, + + Se 


Der Vektor y + y’ liegt also in der linearen Hülle L&U). Es sei wiederum ye LA) und 


.y=0,ıX% + KaX2 tet nk 
eine Linearkombination der Vektoren aus U, = {x , %2, ..., x}. Ist e R, so gilt 
= (0) +(a 082) + + la) 
und &p ist ebenfalls eine Linearkombination der Vektoren aus %,. Damit gilt 


&yeL(@WU, und das in Nr. 2 bewiesene Knleram ist erfüllt: Die lineare. Hülle L@) 
ist ein linearer Teilraum. . 
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Zum Schluß betrachten wir die Frage nach der Vereinigung von Teilräumen, die 
uns zu diesen Überlegungen veranlaßt hat, noch etwas genauer. 

Zunächst sei X = W selbst ein Teilraum von V. Der kleinste Teilraum W* von V, 
der die Menge A von Vektoren aus Y enthält, ist in diesem Fall offenbar der Teil- 
raum W selbst, und wir erhalten: 


VI. Ist W ein Teilraum des Vektorraumes V, so ist KW) = W. Die lineare Hülle 
eines Teilraumes ist gleich diesem Teilraum. 


Es seinun ® ein nicht leeres System von Teilräumen von VundX= U W. Dei 
We 
lineare Teilraum L(U W) heißt die Summe der Teilräume We® und wird mit 


Wweß 
Y, W bezeichnet. 
Weß, 


*Wir untersuchen die Elemente des Teilraumes 3) W. Der kleinste, die Menge A= .U W ent 
Wet We 
haltende Teilraum besteht nach Satz V aus allen Linearkombinationen von je endlich vielen Ele- 


menten aus W. Es sei y € L(U) eine solche Linearkombination: 


y=0oX FOX + + 


Dabei it zeY= U W,d.h., zu jedem x, gibt es einen Vektorraum W; € ®, in. dem x, enthalten 
We®ß 


ist. Mit x, ist aber auch &;x, = y, € W,, und wir erhalten 


y=yıtryatr ty (4 
Falls zwei oder mehrere der Teilräume W, gleich sind, z.B. W, = W,(i#j),soistyp t+ty,eW, 
und man kann die Darstellung (4) von y als Summe von Vektoren aus endlich vielen der in ® ein- 
gehenden Teilräume noch verkürzen. Da einerseits jedes Element y € LQ@I) in der Form (4) dargestellt 
werden kann und da andererseits auch jede Summe der Form (4) eine Linearkombination (mit den 


Koeffizienten &, = &2 = --- = &, = 1) von endlich vielen Vektoren aus X ist und infolgedessen zu 
LA) gehört, erhalten rs 


VI. Ist ® ein nicht leeres System von Teilräumen des Vektorraumes V, so besteht der Teilraum 


z( U 2 aus allen Summen von je endlich vielen Vektoren der Teilräume WER. , 
WeRß 


7°. Als Beispiel betrachten wir den Vektorraum ‚R” der n-tupel von reellen Zahlen und setzen 

e = (1,0, ..,0),e = (0,1, ..,0), .-, = (0, ...,0,1). 
Dann ist L(feı , e2, ---, &n}) = R”. Der Teilraum (fe, , ez, ---, en}) besteht nach Definition aus allen 
Linearkombinationen N 

y=oe &4 2773 ++ yEp- 
Beachfet man die in $1, Nr. 3, Beispiel 2° ER Addition und Multiplikation mit reellen 
Zahlen, so ist y = (&,, &2, .--, &,), und jedes n-tupel (£, , &2, --., &,) läßt sich in der Form 

(dr, .., &)=&e + &2e2 ee u 

als Linearkombination der Vektoren eı , e2, -.., e, Schreiben. 


Es sei W, die Menge aller n-tupel, in denen höchstens an der i-ten Stelle eine von Null verschiedene 
reelle Zahl steht: (&,,&2, ---,&n) € Wı bedeutet £, = 0 für alle j #1. Dann ist e,e W,, und jeder 
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Vektor aus W, läßt sich in der Ham: ve; schreiben. Es ist also W; = L({e,}), und Wii ist ein linearer 


Teilraum von R". Setzen wir W = U W,, so gilt offenbar 


i=1 


V = Ule, e2, ---. &,)) = LA) = > W.. 


80, Ist Y= R” der Vektorraum der Folgen x= (&,, &3, ..., Ems +.) = (&)ie1,2,..., SO ordnen wir 
jeder natürlichen Zahl j die Folge e; = (6, Ni=1,2,... ZU, wobei ö,, durch die Gleichung 
1 für i=j, DE 
Ö,; a) (5) 
0 sonst ö 


definiert ist. ö,, wird das Kronecker-Symbol genannt. In der Folge e; steht also an der Stelle mit dem 


Index j die Zahl 1, während alle anderen Stellen durch Nullen besetzt sind. Nun sei \ = fe, ‚e2, } 
die Menge aller so definierten Vektoren e,. Der Teilraum L(X) besteht aus allen Linearkombinationen 
von endlich vielen Elementen aus A 
ya tape, to to, 

Nach der in $ 1, Nr. 3, Beispiel 30 ee Addition und Multiplikation mit einer reellen Zahl 
ist y diejenige Folge, in der an der Stelle, die Zahl «,, , an der Stelle j, die Zahl «,,, ..., an der Stelle 
Jn die Zahl &;, steht, während alle anderen Stellen mit Nullen besetzt sind. Der Teilraum L(X) besteht 
also aus allen Folgen von reellen Zahlen, in denen fast alle Stellen (d. h. alle bis auf endlich viele 
Ausnahmen) mit Nullen besetzt sind. ur 

Ist W,die Menge aller Folgen von reellen Zahlen, für die alle Stellen mit einem von j verschiedenen 
Index mit Nullen besetzt sind, so ist e,;ein Vektor aus W,, und jeder andere Vektor aus W, istin der 
Form.oe, aarmseilber, Damit können wir sagen: Wi = L(fe,}), und W, ist ein Teilraum von Y. Setzen 


wir W- U Ws so besteht L(U’) aus allen Summen der Form 
je 


y=ynt y% retym In W,, G=1Lo,n, 


und aus Yn = In = pen > In = &,E, erhalten wir LA) = LA) = > W;. 
. er 


Eine Menge € von Vektoren eines linearen Vektorraumes V heißt ein Erzeugenden- 


system von V, wenn V = L(@) ist. Die Vektoren aus & heißen Erzeugende des Vektor- 
raumes V, und wir sagen auch, daß V von den Vektoren aus & erzeugt wird. 


9°, Die Vektoren eı, ea, -.., e, bilden ein Erzeugendensystem des Vektorraumes $". Der Vektor e, 


ist ein Erzeugendensystem des Teilraumes W(i=1,2, ...,n). 


6. AUFGABEN 


1. Der Vektorraum R der reellen Zahlen (vgl. $1, Nr: 3, Beispiel 19) ist ein linearer Teilraum. des 
Vektorraumes 2 der komplexen Zahlen (vgl. $ 1, Aufgabe 1). 


2. Man überlege sich, daß für jeden Vektorraum V die Menge W= {o} ein Teilraum von P ist, 
wie am Schluß von Nr. 3 behauptet wird. 


3.* Es sei M eine gegebene Menge und & ein System von Teilmengen von M. Man beweise die 
Gleichung 


N u U =). 
MER Me 
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4. Man beweise folgende Aussagen: 
Ist W ein linearer Teilraum des Vektorraumes Yund W' ein linearer Teilraum von W, so ist W' 
auch ein linearer Teilraum von V. 
Sind W und W! lineare Teilräume von V und ist W’ eine Teilmenge von W, so ist W’ ein linearer 
‘ Teilraum von W. . 2 


5. Sind Y,, U, zwei Mengen von Vektoren des linearen Vektorraumes V und ist X, <%,, so 
gilt LA) < L(%,). Ist.‘A eine Menge von Vektoren des linearen Vektorraumes V, so gt 


ULM) = LA). 
6.* Sind X, und X, zwei Mengen von Vektoren des linearen Vektorraumes P, so gilt 
IA, UW)=-LIQA)+ I), LU NM)ELA) NL): 


Man gebe ein Beispiel an, für das L@L N %) FLQL) N L&:) ist. Bezeichnet © die leere Menge, 
so bestimme man den kleinsten die Menge ® enthaltenden Teilraum W* von V. Dieser Teilraum 
wird auch mit L(®) bezeichnet. 


7. Ist E ein Erzeugenderisystem des linearen Vektorraumes V, so gilt V = Z Us). 
. Br 


8$3.MANNIGFALTIGKEITEN. 


1. EINLEITUNG 


Der Begriff der linearen Mannigfaltigkeit ist eine Verallgemeinerung des Begriffs des 
linearen Teilraumes, wie wir ihn im $2 kennengelernt haben. Denken wir uns die 
Translationen des Raumes durch gerichtete Strecken repräsentiert, die alle von einem 
festen Punkt P des Raumes ausgehen, so bilden diejenigen Vektoren, deren Reprä- 

" sentanten in einer Geraden oder Ebene durch den Punkt P liegen, einen linearen Teil- 
raum. Wir können sagen, daß die Geraden und Ebenen durch den Punkt P lineare 

_Teilräume des Vektorraumes der räumlichen Translationen veranschaulichen. Be- 
trachten wir beliebige Geraden und Ebenen, die nicht notwendig durch den Punkt ? 
gehen, so veranschaulichen sie die sogenannten linearen Mannigfaltigkeiten im Vektor- 

“raum der räumlichen Translationen. Eine beliebige Ebene erhält man aus einer Ebene: 
durch den Punkt ? mit Hilfe einer Parallelverschiebung. Entsprechend definieren wir 
die linearen Mannigfaltigkeiten als „verschobene“ lineare Teilräume. 


2.LINEARE MANNIGFALTIGKEITEN 


Es sei V ein linearer Vektorraum. Unter einer linearen Mannigfaltigkeit M des Vek- 

- torraumes V verstehen wir eine Menge von Vektoren aus V mit folgender Eigenschaft: . 
Es gibt einen Vektor x, aus dem Vektorraum V und einen linearen Teilraum W 
von V, so dßBM = x, + W ist. Die Gleichung M = x, + W verstehen wir dabei 
folgendermaßen: M ist die Menge aller. Vektoren ze V, die’ sich in der Form 
z=%o + y mit ye W schreiben lassen. 
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Wir erhalten also eine lineare Maännigfaltigkeit des Vektorraumes V, wenn wir 
den Teilraum W um den Vektor x, „verschieben“, d.h. die Menge xo + W aller 
Vektoren x, + y mit ye W bilden. Jedem Paar (x,, W), das aus einem Vektor 


x. € V. und einem linearen Teilraum Wvon V besteht, entspricht eine lineare Mannig- 


faltigket M= x, + W. 


Ist x; = o.der Nullvektor aus V, so besteht M aus allen Vektoreno+y=ymit . j 


yeW.Esist M =:.W, und wir erhalten: 
Jeder lineare Teilraum ist eine lineare Mannigfaltigkeit. 


Ist W = {0} der triviale Teilraum, der nur aus dem Nullvektor besteht, so ist 
M=x, + {o} = {xo}, und es gilt: 


Jede einelementige Menge {x} ist eine lineare Mannigfaltigkeit. 


3.) BESCHREIBUNG VON MANNIGFALTIGKEITEN; 
EIN KRITERIUM 


Ist M = W ein linearer Teilraum, den wir als lineare Mannigfaltigkeit auffassen, so 
können wir M in der Form M = o + W schreiben. Dies ist aber nicht die einzige 
Möglichkeit, die Mannigfaltigkeit M = W durch einen Vektor und einen Teilraum 
zu beschreiben. Ist nämlich x, ein beliebiger Vektor aus W und bilden wir die Menge 
aller Vektoren x, + y mit ye W, so erhalten wir wiederum den Teilraum W, und 
wir können schreiben M = x, + W. Wir müssen untersuchen, inwieweit das Paar 
(xo, W), das aus einem Vektor x; und einem linearen Teilraum W von V besteht, 
durch die Mannigfaltigkeit M = x + Wbestimmt ist. 

Dazu betrachten wir zwei lineare Mannigfaltigkeiten M, = x, + Wı und 


- M2 = x, + W, und fragen, wann diese Mannigfaltigkeiten gleich sind. Zunächst sei 
M, = M,. Dann ist x, =xı +0eM, und folglich x, e M,. Es gibt also. einen . 


Vektor y,e W,, so. daß x, = x2 + y, ist. Ganz ‘entsprechend liegt der Vektor 


%, = &, + oin der Mannigfaltigkeit M, und damit in M,. Es gibt also einen Vektor . 


yıeW,,so daß x, = x, + y, ist. Dann ist aber x, — %ı=yı = —y, ein Vektor 


aus W, N W,. Es sei nun y; ein beliebiger Vektor aus W,. Der Vektor z= x; + yi 


gehört zu M, und folglich zu M,. Es gibt also einen Vektor yy e W,, so daß gilt 
z2=x%, + y. Dann isty, =x2 — x, + yy und damit yı e W,. Betrachten wir ganz 
entsprechend einen beliebigen Vektor y, e W,, so folgt y, € W,. Esist W, = W,. 


‚Die gegebene Mannigfaltigkeit Mı = M, bestimmt genau einen linearen T. eilraum - 


W, = W,. Die beiden Vektoren x, und x, unterscheiden sich um einen Vektor aus 
diesem Teilraum. 


1) Die Überlegungen von Nr. 3 und 5 werden erst in $ 8, Nr. 2, Satz IlI und 810, Nr. 4, Satz IV 
von Bedeutung sein. Der Leser kann die Lektüre dieser Abschnitte bis dahin zurückstellen. 
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Sind umgekehrt zwei Mannigfaltigkeiten M,= x, +W, und M. = +MW, 


: gegeben und nehmen wir an, daB W, = W, und x, — x, e W, ist, so läßt sich zeigen, 


daß M, = My ist. Es sei z, ein beliebiger Vektor aus M,; dann gibt es einen Vektor 
yıeW,,sodaßz, = x, + yı ist. Der Vektor y, = z, — x, ist aus W,, und damit 
gilt z, — x, e W,. Ferner ist x, — x, e W,, also ist auch x, — x,e W, und damit 
ı — x2eW;. Dann ist aber auch , - un = (ı - x) + (xı - x.)eW,. Den 
Vektor z, — x, bezeichnen wir mit y, und erhalten z, = x, + y, mit y3eW;. 
Der Vektor z, gehört also zu M,. Vertauschen wir in diesen Überlegungen die In- 
dizes’ 1 und 2, so erhalten wir: Jeder Vektor z, e M, ist auch ein Vektor aus M\. 


- Daraus ergibt sich die Behauptung M, = M,;. Wir fassen. unsere Dberiogungen | in 


dem folgenden Satz zusammen: 


I. Zwei lineare Mannigfaltigkeiten M, = xı + W, und M, = x, + W; sind dann 
und nur dann gleich, wenn W, = W, und x, — x, eW, ist. 


Dieser Satz läßt sich etwas anders formulieren: 


TV’. Eine lineare Mannigfaltigkeit M_ bestimmt eindeutig einen linearen Teilraum Ww, 
aus dem sie durch „Verschiebung“ um einen Vektor x, hervorgeht: M = x, + W. Der 
Vektor x, kann um beliebige Vektoren aus W abgeändert werden. 


Entsprechend dem im $2 bewiesenen Kriterium für lineare Teilräume beweisen wir 
ein Kriterium für lineare "Mannigfaltigkeiten. 


Kriterium. Eine nicht leere Menge M von Vektoren des linearen Vektorraumes V 
ist genau dann eine lineare Mannigfaltigkeit, wenn mit je zwei Vektoren 21, 27z2eM 
und je zwei reellen Zahlen «, ,x3e R mit der Eigenschaft &, + 02 = l auch der Vektor 
z= 0a + 822, zu M gehört. 


Es sei zunächst M = x, + Weine lineare Mannigfaltigkeit. Dann seiz, = X, + yı; 
22 = % + y2 und y,,y2e W. Es gilt 


2 = 0121 + 8322 = &ıXo + &ıYı + %2Xo + &2Y2 
oder 
2 = (&ı + 0;)Xo + &ıYı + %292 = Xo + Kıyı + &ay2- 


Da &,yı + &2y2 € Wiist, folgt ze M. 
Es sei M eine Menge von Vektoren und x, ein beliebiger Vektor aus M. Wir be- 


trachten die Menge W aller Vektoren z — x,, wobei z die Vektoren aus M durch- 


läuft, und beweisen, daß W ein linearer Teilraum ist. Es seien y,, yz& W. Dann 


. gibt es Vektoren 2,,22eM,sodaßy, = zı — xvund y, = zZ, — x, ist, und es gilt 


>; . 1 1 
yıt y=a1-nt+o2-%n=2 ge +(-Dxr - x. 
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Da z,, z2 € M ist, gilt nach Voraussetzung , = aıı + m neMfür a, = = 


vie 


Da 20, xoeM ist, gilt wiederum nach Voraussetzung &oZo + Boxo eM für, = 2, 
fo = 1. Es ist also (5: + ze) +(-Dx,eM und dan Yı ty2eW. Ist 


nun ye Wund«eR, so gibt es ein ze M, so daß y = zT - Xo ist. Dann ist aber 
y=oaz—-— an =oz + - 8) — X; 


und aus z, xneM folgt az + (l—- o)xoe M und damit aye W. W ist ein linearer 
Teilraum von V, und es gilt M= x, + W, womit das Kriterium bewiesen ist., 


4* GEOMETRISCHE VERANSCHAULICHUNG j 5 


1°. Zur Erläuterung und Veranschaulichung des Begriffs der linearen Mannigfaltigkeit betrachten 
wir den linearen Vektorraum R? der Tripel von reeilen Zahlen und den gewöhnlichen Raum. Wir 
nehmen an, daß im Raum ein Koordinatensystem ausgezeichnet ist, dessen Nullpunkt wir mit O 
bezeichnen. Ist x = (£,, &,, &3) ein Tripel reeller Zahlen, so ordnen wir diesem Vektor aus 'R? den 
Punkt P: &,,&2, &; des Raumes mit den Koordinaten £,, &,, &; zu und erhalten eine umkehrbar 
eindeutige Zuordnung zwischen den Vektoren 'des)R3 und den Punkten des Raumes. - 

Ist M eine lineare Mannigfaltigkeit im R°, so entspricht ihr vermöge der obigen Zuordnung eine 
Punktmenge M des Raumes. Wir sagen: Die REDE M repräsentiert die lineare Mannigfaltig- 
keit M. 

Sind z= (&, 5,85) und z’=-(&,8,8) Vektoren aus M und P: &,,&,,&, P': &, 6, die 
zugehörigen Punkte der Menge M, so gehören auf Grund des soeben bewiesenen Kriteriums alle 


“ Vektoren 


tet tar, te: ), 


für die@ +0’ =1 ist, zur MARNBIBIEKEN M. Diesen Vektoren BBprSaieh folgende Punkte der 
Menge M: 9:0. + 5,0. +0 .5,0-&+0.& mita-+co'= 1, die die Verbindungs- 
gerade der Punkte P und P' ausfüllen. Die Punktmenge M, die die lineare Mannipgfaltigkeit M 
repräsentiert, besitzt folgende Eigenschaft: j 


. Mit je zwei Punkten aus M gehören auch alle Punkte der Verbindungsgeraden zu MR. 


Eine Punktmenge M mit dieser Eigenschaft nennt man eine /ineare oder ebene Menge. Die ebenen 
Mengen des Raumes sind die einpunktigen Mengen, die-Geraden, die Ebenen und der ganze Raum. 
Es sei M eine ebene Menge im Raum und M die Menge der den Punkten aus M entsprechenden 
Vektoren aus R°®. Sind z = (&,, &2, &3) und z’ = (&, &, &3) zwei Vektoren aus M und ? und P' die 
ihnen entsprechenden Punkte aus M, so enthält M die ganze Verbindungsgerade der Punkte Pund P’. 


-M enthält also alle Punkte Q mit den Koordinaten a - 3, +, +. a.&+a.&, 
ı 2 3 


wobei x +’ =1 ist. Dann. gehören aber alle Vektoren az + a’z’ mit +«@'=1zu M, und M 


. ist eine lineare Mannigfaltigkeit. Jede ebene Menge des Raumes repräsentiert eine lineare Mannig- 


faltigkeit im R°. 


Zwischen den linearen Mannigfaltigkeiten des R? Dir den ebenen Mengen des Raumes besteht eine 


.umkehrbar eindeutige Beziehung. 


Ist M = Wein linearer Teilraum, so ist o = (0, 0, 0) € M. Dem Vektor o entspricht bei der obigen 
Zuordnung der Nullpunkt O: 0,0,0 des Koordinatensystems. Dem linearen Teilraum M = W ent- 
spricht also eine ebene Menge M, die den Nullpunkt O enthält., 
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5+1)DER DURCHSCHNITT 
LINEARER MANNIGFALTIGKEITEN 


Wie bei der Untersuchung der linearen Teilräume: betrachten wir den Durchschnitt 
zweier linearer Mannigfaltigkeiten und beweisen: : 


II. Der Durchschnitt zweier linearer Mannigfaltigkeiten, eines Vektorraumes V ist 
leer oder wiederum eine lineare Mannigfaltigkeit. 


Es.seien M, = x, + W,, M, = x. + W, lineare Mannigfaltigkeiten in V, und 
der Durchschnitt sei nicht leer. Betrachten wir einen Vektor x, e M, N M,, so folgt 
= +tyı=% +), mityıe Wı,y2 € Wa, und nach Satz’ ist M, = x + Wı 
und M, = x, + W,. Es gilt also genau dann ze M, N M,, wenneinyeW,nW, 
existiert, so dß z= x, +y ist. Hieraus folgt MM, = x + W, N W,;. Die 
Mannigfaltigkeit M, N M;, bezeichnet man.als Schnittmannigfaltigkeit, und wir können 


den Satz II wie folgt verschärfen: 


IV. Sind M,= x, + Wı, Mı = % + W, lineare Mannigfaltigkeiten im Vektor- 
raum V, so ist ihr Durchschnitt leer oder eine lineare Mannigfaltigkeit Mg = Xo + Wo, 
deren zugehöriger Teilraum W, = Wı N W; ist., 


6.*DIE SUMME LINEARER MANNIGFALTIGKEITEN 


Wir betrachten noch die Vereinigung zweier linearer Mannigfaltigkeiten. Wie für 
lineare. Teilräume ist die Vereinigung zweier Mannigfaltigkeiten im allgemeinen keine 
lineare Mannigfaltigkeit, und wir definieren. die von zwei linearen Mannigfaltigkeiten 
aufgespannte lineare Mannigfaltigkeit. 

Es seien Mk = x, + W, und M,= x, + W, lineare Manuigfältigkeiten i im Vek- 
torraum V. Als die von M, und M, in V aufgespannte lineare Mannigfaltigkeit be- 
zeichnen wir die Mannigfaltigkeit 

M, + M; wi + [WM uln —- xı)). 
Def. B ö i 

II. Der Vektorraum der von den beiden Mannigfaltigkeiten M, = x, + W, und 
M;=x,+W; EUTRDORnIED Mannigfaltigkeit ist Be + W,, wenn M,n Kan nicht 
leer ist. 


Es sei ve M, N M,. Dann können wir M‚,=x,+W, und M=%+ Wr 
schreiben, und es ist 


Mı + M,;=ı + UKW, vu W, u fo})= x, + (W, + M,). 


1) Vgl. die Fußnote auf $. 27. 
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17. AUFGABEN 
1.* Man zeige, daß der Durchschnitt beliebig vieler linearer Mannigfaltigkeiten eine lineare Mannig- 
faltigkeit ist, sofern er nicht leer ist. Was kann man über die zugeordneten linearen Teilräume aus- 
sagen? 
-..2.* Man zeige: M, + M3 ist der Durchschnitt aller linearen Mannigfaltigkeiten, die die Manni, 
faltigkeiten M;, und M, enthalten. , 


3.* Ist U eine Menge von Vektoren, so definiere man M(X) als den Durchschnitt aller ade 
faltigkeiten, die X enthalten. Man zeige 


MW=x+tL ( Ub- “) KED. 
ye 


4.* Man definiere eine Zuordnung zwischen den Vektoren des Vektorraumes R? und den Punkten 
der Ebene, die der für den Vektorraum R? und den Punkten des Raumes nern Zuordnung 
analog ist. 


$4. DIE BASIS — 


1. EINLEITUNG 


Im $2 haben wir den kleinsten Teilraum eines linearen Vektorraumes betrachtet, der 
eine gegebene Menge U von Vektoren aus ® enthält. Wir haben diesen Teilraum auch 
den von den Vektoren der Menge X erzeugten linearen Teilraum genannt. Häufig 
tritt nun der Fall ein, daß eine gewisse Teilmenge X, von X den gleichen linearen Teil- 
raum erzeugt. Die Menge X, ist „kleiner“, sie enthält weniger Vektoren als die ur- 
sprüngliche Menge U, der von ihr erzeugte Teilraum, die lineare Hülle Z@,), stimmt 
aber mit dem von X erzeugten Teilraum, der linearen Hülle L@D, überein. Für die . 
Untersuchung des betrachteten Teilraumes wird es in einem solchen Fall zweckmäßig 
sein, die kleinere Menge X, als Erzeugendensystem zu wählen. So entsteht die Frage 
nach einem möglichst kleinen Erzeugendensystem eines gegebenen Teilraumes, die 
eine gewisse Umkehrung der in $2, Nr. 5 untersuchten Fragestellung ist. Da die er- 
forderlichen Betrachtungen unabhängig davon sind, daß der gegebene Teilraum in 
einem größeren linearen Vektorraum enthalten ist, werden wir ihn als selbständigen 
linearen Car betrachten. 


2. DIE BASIS 


Es sei V’ein linearer Velakans) und & ein Erzeugendensystem von V. Das bedeuten: 
€ ist eine Menge von Vektoren aus V, und es gilt V = U(®). De: 


t) Um die Darlegungen nicht unnötig zu komplizieren, setzen wir in diesem und dem folgenden 
Paragraphen voraus, daß der lineare Vektorraum V wenigstens einen vom Nullvektor o verschiedenen ° 
Vektor besitzt. 

It VY= {0}, so.ist es zweckmäßig, die leere Menge, die kein Element enthält, als Erzeugenden- 
system und später als Basis des linearen Vektorraumes V = {o} zu definieren. Der Leser überlege 
sich, daß dann die Sätze I, II, I, VII und VIII auf den Vektorraum V = (o} formal zutreffen. 
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Wir erwähnen zunächst wieder einen Begriff der Mengenlehre. Ist M, eine Teilmenge der Menge M, 
so versteht man unter dem Komplement der Menge M, in der Menge M die Menge aller Elemente 
aus M, die nicht in der Teilmenge M, liegen. Für das Komplement von M, in Mschreibtman M \M.- 


Es sei €, eine Teilmenge des Erzeugendensystems €, die selbst Erzeugendensystem 
des .Vektorraumes V ist. Dann gilt V = L(&,). Die lineare Hülle L(E,) ist nach $ 2, 
Nr. 5 die Menge aller von den Vektoren aus &, linear abhängigen Vektoren aus V, 
und die Gleichung Y = L(€,) bedeutet also, daß alle Vektoren aus Y von den Vek- 
toren der Menge €, linear abhängig sind. Insbesondere sind alle Vektoren der Menge 
€ und damit auch alle Vektoren des Komplements E\ €, von En Vektoren der 
Menge €, linear abhängig. 


Ist umgekehrt &, eine beliebige Teilmenge von & und sind alle Vektoren des Kom- 
plements & \ &, von den Vektoren aus &, linear abhängig, so sind.auch alle Vektoren 
aus & von den Vektoren aus €, linear abhängig. Wir wissen nämlich schon, daß jeder 
Vektor aus einer Menge von Vektoren von den Vektoren dieser Menge linear ab- 
hängig ist. Es ist also € < L(E,), und nach $ 2, Nr. 6, Aufgabe 5 gilt L(&) = L(L{€,)). 
Da L(€,) ein linearer Teilraum und © ein Erzeugendensystem von Vist, gilt V = L(E) 
und L(&) = L(C,), d.h., €, ist ein REDE von V. Wir haben den folgen- 
den Satz bewiesen: 


I. Eine Teilmenge &, eines Erzeugendensystems © des Vektorraumes V ist dann und 


"nur dann ebenfalls ein Erzeugendensystem von V, wenn alle Vektoren des Komplements 


E\E, von den Vektoren der Menge &, linear abhängig sind. 


Das Erzeugendensystem € des linearen Vektorraumes V läßt sich also genau dann 
verkleinern, wenn es in & einen Vektor x gibt, der von den übrigen Vektoren linear 
abhängig ist. Setzen wir dann €, = E\ {x}, so ist a &, = {x}, und nach Satz I 
ist €, ein Erzeugendensystem von V. 

Ist X eine Menge von Vektoren aus V, so sagen. wir, der Vektor y ist linear unab- 
hängig von den Vektoren aus X, wenn y von den Vektoren aus X nicht linear abhängig 
ist. Sp . 

Ist & ein Erzeugendensystem des Vektorraumes V mit der Eigenschaft, daß jeder 


_ Vektor ze & von den übrigen Vektoren aus &, d. h. von den Vektoren der Menge 


E\fx}, linear unabhängig ist, so läßt sich das Erzeugendensystem € nicht mehr ver- 
kleinern. 


Ein Erzeugendensystem 8 eines linearen Vektorraumes V, das sich nicht mehr 
verkleinern läßt, heißt eine Basis des linearen Vektorraumes V. 


‚Aus Satz I erhalten wir durch diese Überlegungen die folgenden Charakterisie- 
rungen einer Basis. 


T. Ein Erzeugendensystem ® des Vektorraumes V ist dann und nur dann eine Basis, 
wenn jeder Vektor x&@® von den Vektoren der Menge ® \ {x} linear unabhängig ist. 
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U’. Ein Erzeugendensystem 5 des Vektorraumes V ist genau dann eine Basis, wenn 


die lineare Hülle jeder echten Teilmenge von ® ein echter Teilraum von V ist. 


- Ein linearer Vektorraum V, der ein endliches Erzeugendensystem € besitzt, heißt 
endlich erzeugbar. Wir beweisen den Satz 


II. Jeder endlich erzeugbare Vektorraum V besitzt eine endliche Basis ®. 


Es sei & ein endliches Erzeugendensystem von V, das aus n Vektoren besteht. Ist 

“& eine Basis, so ist nichts zu beweisen. Ist & keine Basis, so gibt es einen Vektor 
x&&, der von den Vektoren aus €, = &\ {x} linear abhängig ist. Die Menge & 
ist dann ein Erzeugendensystem von V, das aus n — 1 Vektoren besteht. Ist €, eine 


Basis, so ist nichts zu beweisen. Andernfalls gibt es einen Vektor ye &,, der von den | 


Vektoren aus &, = &, \ {y} linear abhängig ist, und die Menge &; istein Erzeugenden- 
system von V, das aus n — 2 Vektoren besteht. Dieses Verfahren läßt sich fortsetzen 
und muß nach endlich vielen, etwa m < n Schritten zum Abschluß kommen. Die 
Menge 6;,, ist dann eine Basis, die aus n — m Vektoren besteht. 

Betrachten wir den Beweis zum Satz II etwas näher, so stellen wir fest, daß wir 
das Ergebnis auch wie folgt formulieren können: 


IV. Jedes endliche Erzeugendensystem eines endlich erzeugbaren Vektorraumes ent- 
hält eine-endliche Basis. 


Diese Formulierung ist schärfer als die im Satz II angegebene. Wurde im Satz II 


lediglich die Existenz einer endlichen Basis schlechthin behauptet, so besagt Satz IT’,. 


daß jedes endliche Erzeugendensystem eine solche Basis enthält. 


1°. Als Beispiel betrachten wir den Vektorraum V = R" der n-tupel reeller Zahlen. In $2, Nr. 5, 
Beispiel 7° haben wir festgestellt, daß die Menge € = {eı, e2, --., en} mit e, = (13, RE RR 
G=1,2, ..,n; ö,, bezeichnet das Kronecker-Symbol) ein Erzengenlene km von .R" ist. Da € nur 
aus-endlich vielen Elementen besteht, ist & ein endliches Erzeugendensystem des Vektorraumes R". 
Es sei & ‚G=12 m diejenige Teilmenge von €, in der der Vektor e, fehlt. Der von E, erzeugte 
Vektorraum V;= LE) besteht aus allen Linearkombinationen der Vektoren e;, ---, &-1> Eyzı> > = 
Damit enthält Y, alle und nur die n-tupel (&ı , &2, --, En), für die &, = Oist. F,ist für alle] = 1,2, . 
ein echter Teilraum von R", und die Menge € = (eı, ez, -.-, e,) ist eine Basis des Vektorraumes = 
Man nennt & = feı ers e,} die kanonische Basis des Inenton Vektorraumes R". 


3. LINEARE UNABHÄNGIGKEIT 


In diesem Abschnitt wird der zur Chhräkierisierung einer Basis Wesentliche Begriff 
der linearen Unabhängigkeit.von Vektoren näher untersucht. Wir beginnen mit einer 
Definition: Die Vektoren einer Menge W, die nicht leer ist und nicht nur aus dem 
_ Nullvektor besteht, heißen Jinear unabhängig, wenn jeder Vektor xeW. von den 
‚Vektoren der Menge. W\ {x} linear unabhängig ist. Andernfalls sprechen wir von 


linear abhängigen Vektoren. Der Satz I’erhält damit folgende einfache Formulierung: 


4 Boseck ‚ 3 5 / 
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I”. Eine Basis ist ein Frregendensysjan. dessen Vektoren linear unabhängig sind 
und umgekehrt. 


Es sei X eine Menge linear'unabhängiger Vektoren. Wir betrachten eine beliebige 
Teilmenge U, von X. Ist x’ein Vektor aus X, , so ist x von den Vektoren aus X\ {x}, 
also auch von den Vektoren der Menge A, N {x} linear EDSSnALSE Da dies für jeden 
Vektor xe X, gilt, erhalten wir: 


III. Jede nicht leere Teilmenge X, einer Menge X von linear unabhängigen Vektor en. 
ist eine Menge von linear unabhängigen Vektoren. 


Tibesöhdeis sind also die Vektoren jeder:endlichen Teilmenge einer Menge von 
linear unabhängigen Vektoren linear unabhängig. Diese Aussage läßt sich umkehren: 


IV. Sind die Vektoren jeder endlichen T: eilmenge A ı einer Menge X Area. unabhängig, 
. so ist X eine Menge linear unabhängiger Vektoren. 


Den Beweis führen wir indirekt und nehmen an, daß die Vektoren. der Menge X 
linear abhängig sind. Dann gibt es einen Vektor ze Q, der’ von den Vektoren der 
Menge X\ {x} linear abhängig ist. Es gibt also endlich viele Vektoren x,, x,, ..., Km 
aus der Menge X\ {x}, von denen x linear abhängig ist. Die Vektoren der endlichen 
“ Teilmenge U, = {x, X1,X2, ...,X%,} von X sind dann aber nicht linear unabhängig 
im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Suchen wir ein Kriterium, das uns gestattet, die. lineare Unabhängigkeit der Vek- 
toren einer gegebenen Menge zu prüfen, so können wir uns.nach Satz IV auf endliche 
"Mengen beschränken. fi 

Ist X, eine endliche Menge von. Vektoren, die nicht linear unabhängig sind, so 
gibt es einen Vektor. xe W,, der von den Vektoren der Menge X; \ {x} abhängt. Die 
‘Vektoren der Menge X; \ {x} bezeichnen wir mit x,,X%2, ..., Xn_ı, so daß A, aus 
. den m Vektoren x\, X, ..:, Kn-y ‚ x besteht. Da x von den Vektoren x; , X2, ..- , Am-ı 


linear abhängt, gibt es reelle Zahlen «ı , &, ..., &m-1, so daß 
x = 0% 4 KK + + Am 1m re (© 
ist. Setzen wir Km = xund u = so können wir ai in der Fonin 
ok Fo + + m-iKm-ı + Anm = 0 u (2) | 


schreiben und erhalten: 


Sind die Vektoren x,, X2, ..., Xm-1> Xm linear abhängig, so gibt es m reelle Zahlen 
&1> &25 +2, Sm, &m, die nicht alle gleich Null sind (es ist &, = —1!), so daß die. 
Gleichung (2) gilt. Wir nehmen nun umgekehrt an, daß zu den gegebenen Vektoren 
X15X25 :.., X m reelle Zahlen &,, &,, ..., & existieren, die nicht alle gleich Null 
sind, so daß die Gleichung (2) gilt. Die Indizierung der- Vektoren und der reellen 
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Zahlen wählen wir so, daß «„ + 0 ist. Dann können wir die Gleichung (2) dusale 
— &,, dividieren und finden a ' 


%ı &2 er 
re 3 Sea 2 ze KAm-ı 7 Am = 0. 
pn Om Om 
5 % &ı &a ea = 
Setzen wir -—— = ßı, -— = ß2,.., - = Bm- ‚ und addieren auf beiden 
Om Om Km 


Seiten dieser Gleichung den Vektor x,,'so erhalten wir 
= Bırı + Porz + + Pm-1Xm-1- 

Der Vektor x, ist also von den Vektoren x;, x,, 2, X -ı Jinear abhängig, und 
es gilt: 

Besteht zwischen den: Vektoren xı, X>, .-., X. eine Gleichung der Form (2), wobei 
. nicht alle Koeffizienten &ı , &2, ..., & gleich Null sind, so sind diese Vektoren linear 
abhängig. 

Unsere Ergebnisse fassen wir zu dem folgenden Kriterium zusammen: 

V. Die Vektoren x\,X2,...,Xm sind dann und nur. dann linear URGDEINE,. wenn aus 
der Gleichung 


trat tm 2) 


folgt, daß alle Koeffizienten &4> 23. +.:, Km verschwinden. 


Wir betrachten ein Beispiel. 


. 20, Es sei R? der Vektorraum der Paste (& Fr reeller Zahlen. Sind die beiden Vektoren (&,, &2) 


und (n, 92) linear abhängig, so gibt es zwei reelle Zahlen &, ß, von denen wenigstens eine, etwa-«, 
von Null verschieden ist, so daß 


"alEı, 82) + Bm 92) = (0,0) 


gilt. Dividieren wir diese Gleichung durch & und setzen’ Ze =, so ergibt eine einfache Um- - 
# & . 


formung 

(&, 52) = Yan ‚N2)- r 
Das bedeutet, es it &, = y-y und =y-n. Multiplizieren wir die erste e Gleichung mit N2» die 
zweite mit n,, so ergibt sich 

mE m=0. 2 6) 
Es seien nun umgekehrt (£&ı, £2) und (9,,n2) zwei Vektoren aus dem Vektorraum .R?, für die die 


Gleichung (3) gilt. Ist 7, = N2 = 0, so ist (nı, 72) = (0, 0) der Nullvektor, und die Vektoren (£}, &). 


und (n1,72) sind linear abhängig.. 

Ist etwa 7ı = 0,.so setzen wir = Sı Dann ist 8 n, — &ı = 0, und wenn wir die Gleichung (3) 
durch 7, dividieren, so erhalten wir ne —-£&,=0. Setzen wir a = —1, so ist & +0, und es gelten 
die Gleichungen 

a +ßm=0 und a. +P-m=0; 
4* 
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die der an 


aldı,&2) + Bm, 2) = =(0, 0) 


gleichwertig sind. Die Vektoren (&,, &2) und (nı, 72) sind also linear abhängig. 
Zwei Vektoren (Ei, £2) und (n., 2) des Vektorraumes R? sind dann und nur dann linear abhängig, 
wenn &-N2 — Er Nı = 0 ist. . 
Zwei Vektoren (&,,&2) und (n,n2) des Vektorraumes R? sind dann und nur dann linear unab- 
hängig, wenn &-n2 — &2-n FO ist. 


Zum Schluß dieses Abschnitts beweisen wir folgenden Satz, den wir im nächsten 
Abschnitt benutzen: 


VL Ist A eine Menge linear unabhängiger Vektoren und ist der Vektor x von den 
Vektoren der Menge U linear unabhängig, so ist X, = WU U {x} eine Menge linear 
unabhängiger Vektoren. 

Zum Beweis betrachten wir eine beliebige endliche Teilmenge X, von X,. Gehört x 
nicht zu der Teilmenge X, (wir schreiben dafür x & W,), so ist X, eine Teilmenge von 
A, und nach Satz III sind die Vektoren aus W, linear unabhängig. Ist xe W,, so be- 
zeichnen wir die Vektoren von X, mit x, x,, Kasın Xn-ı Und betrachten die Glei- 
chung : 

ax th ta ++ Bi -ı=0. (4) 


Ist #0, so konnen wir durch —«- dividieren und erhalten 


&ı &, u Km-1 


IAn-ı 7 9. 


&2 Km 


n & = x Pr . FR 
Setzen wir -—— = ß,, -— = Br, ..., 1 = ß„-ı und addieren auf beiden Seiten 
“ ! & & ; & " 


den Vektor x, so gilt 


= Bıxı + Bor + + Bm-1%m-1 


' Damit wäre der Vektor x von den Vektoren.der Menge %, \ {x} und folglich von den 
Vektoren der größeren Menge X, \ {x} = X linear abhängig, was der Voraussetzung 
widerspricht. Es ist also & = 0. Dann erhält die Gleichung (4) aber die Form 


&Kıkı + &%2X2 ++ Im- Km-1 =0. 


Da die Vektoren x,, 23, ..., Xm-ı eine endliche elle von linäe unabhängigen 
Vektoren der Menge X bilden, folgt rn 


==. "= Om 1 =0, 


und nach Satz V sind die Vektoren x, x}, X2, :.., X, -ı der Menge q, linear unab- 
hängig. Da Q, als beliebige 'endliche Teilmenge der Menge X, gewählt war, ist X, 


nach Satz IV eine Menge von linear unabhängigen Vektoren. 
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4. BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DEN BEGRIFFEN BASIS 
UND LINEARE UNABHÄNGIGKEIT; DER AUSTAUSCHSATZ 


. Nachdem wir den Begriff der linearen Unabhängigkeit näher kennengelernt haben, 
‘ wollen wir nun die Beziehungen zwischen diesem Begriff und dem der Basis unter- 
suchen. Wir beweisen: 


' VII. Eine Basis eines linearen Vektorraumes ist eine größte Menge linear unab- 
hängiger Vektoren. 


Anders ausgedrückt: Ist ® eine Basis des linearen Vektorraumes V, so sind die Vek- 
toren aus ® linear unabhängig, während die Vektoren jeder BTOREerER Ma die 8 
echt enthält, linear abhängig sind. 

Wir haben schon in Nr. 3 festgestellt, daß die Vektoren einer. Basis ® linear unab- 
hängig sind. Überdies ist eine Basis ® von V ein Erzeugendensystem des Vektor- 
raumes V, es gilt also L(®) = V. Das bedeutet aber: Jeder Vektor ye V ist von den 
Vektoren aus ® linear abhängig. Ist X eine Menge von Vektoren, die 8 echt umfaßt, 
so gibt esin Weinen Vektor y e V, der nicht in ® liegt. Infolgedessen ist ® in der Menge 
A\ {y} enthalten, und da y von den Vektoren aus ® linear abhängig ist, ist y auch von 

“den Vektoren aus X\ {y} linear abhängig. Folglich sind die Vektoren der Menge A 
linear abhängig. \ 

Beschränken wir uns auf die Betrachtung endlich erzeugbarer Vektorräume, so 
wissen wir, daß in diesen Vektorräumen eine endliche Basis existiert. Im Satz I’ 
konnten wir den Satz von der Existenz einer endlichen Basis in gewisser Weise ver- 
schärfen, und wir beweisen jetzt eine analoge Verschärfung in anderer Richtung: 


VIII Jede endliche Menge X, von linear unabhängigen Vektoren eines endlich er- 
zeugbaren Vektorraumes V läßt sich zu einer endlichen Basis von V ergänzen. 


Zum Beweis benutzen wir den sogenannten 


Austauschsatz (STEINITZ): Es sei V ein linearer Vektorraum, & ein RER 
system von V und X, eine Menge von m linear unabhängigen Vektoren aus V. Dann 
gibt es eine Teilmenge &, des Erzeugendensystems &, die ebenfalls m Vektoren enthält, 
so daß die Menge © = (E\€,) v U,, die aus der Menge & dadurch enisteht, daß man 
die Vektoren der Teilmenge &, durch die Vektoren der Menge X, austauscht, ein Er- 
zeugendensystem von V ist. 


Wir beweisen den Satz VII. 

Es sei C ein endliches Erzeugendensystem des endlich erzeugbaren Vektorraumes Y. 
Wir nehmen an, daß € aus n Vektoren besteht, während die Menge X, von den 
m Vektoren yı,Y2> ---, Ym gebildet wird. Es sei &, die im Austauschsatz genannte 
Teilmenge von €, die m Vektoren enthält. Wir bezeichnen die Vektoren aus & mit 
X, X 2, &n, Wobei die ersten m Vektoren X, X2, -.., X die Menge €, bilden, 
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Aus dem Austauschsatz folgt zunächst, daß m <.n ist. Ist’ m = n, so ist &, = € 
und ® = (E\E)UW = W,. Dann ist X, ein endliches Erzeugendensystem von V, 
und da die Vektoren aus A, linear unabhängig sind, ist W, eine endliche Basis von V. 
Es sei also m < n. Dann besteht die Menge & = (E\E&,) U-A, aus den Vektoren 
YısV23 ++: Ym> Kmk 13 5-5 X, und diese Vektoren erzeugen den linearen Vektorraum V. 
Sind alle Vektoren x,;1; ..., %, linear abhängig von den Vektoren y,, y2; :-:, Im» 
so bilden die Vektoren aus X, schon ein Erzeugendensystem von P, und. da sie linear 
unabhängig sind, eine Basis von Y. Wir nehmen an, es gibt einen Vektor x, 
(m +1 <i<.n), der von den Vektoren y,, Ya; .--, Y„ linear unabhängig ist. Nach 
Satz VI sind dann die Vektoren yı, 2; ---» Ym; %; linear unabhängig. Wir setzen 
x% = Ym+ı und erhalten eine Menge W, von m -+ 1 linear unabhängigen Vektoren 
Yı> 923 +2» Im» Im+1 die in dem Erzeugendensystem € enthalten ist. Ist X, ein Er- 
zeugendensystem, so ist X, eine endliche Basis von V, da die Vektoren. aus der Menge 
%, linear unabhängig sind. Dann ist unser Satz bewiesen. Ist X, kein Erzeugenden- 
system, so gibt es einen Vektor x, (m + I <j<n) aus der Menge €, der von den 
: Vektoren der Menge %, linear unabhängig ist. Wir setzen x, = y„;. und erhalten 
eine Menge U; von m + 2 linear unabhängigen Vektoren, die in der Menge. & ent- 
halten ist. Die Fortsetzung dieses Verfahrens bricht nach endlich vielen, etwa k 
Schritten ab, und wir erhalten eine Menge W,,,, die ausm+k< n linear unab- 
hängigen Vektoren besteht und ein Erzeugendensystem von V ist. Die Menge N... 
ist eine endliche Basis des Vektorraumes V, die die gegebene Menge X, von m linear 
unabhängigen Vektoren enthält. 


‘Zum Schluß beweisen wir den Austauschsatz, den wir auch in den folgenden Para- 
graphen verwenden werden. Der Beweis wird durch Induktion über die Anzahl ı m 
der Elemente von X, geführt. 

Für m = 0 ist nichts zu beweisen: Wir nehmen an, daß der Auslanschaetz für alle 
Mengen X, von.m — 1 linear unabhängigen Vektoren richtig ist. Sind y; , Ya; -.-, Ym 
die linear unabhängigen Vektoren der Menge A, ‚so sind die Vektoren y, , Y2; -:- Ym-ı 
linear unabhängig und bilden eine Menge W,, auf die die Induktionsannahme zu- 
trifft. Es gibt. also eine Teilmenge €, von m — 1 Vektoren in & mit folgender Eigen- 
schaft: Bezeichnet %, = € \ €, die Menge derjenigen Vektoren aus €, die nicht in €; 
liegen, so ist €’ = %, U X, ein Erzeugendensystem von V. Es gilt y„e V = L(€"), 
d. h., es gibt endlich viele Vektoren x,,x,,...., x, aus €’ und endlich viele reelle 
Zahlen &,, &2, ..., &, so daß ng 


Ym > &ıkı + &2X2 +++ AK 
ist. Wären alle Vektoren x,, Kay 2.5 X AUS der Menge U,, so wären die Vektoren 
X, X25 +, X, Im aus X), und aus der Gleichung 

KHK + + Hg + (-Dym=o 


würde sich eine lineare Abhängigkeit der Vektoren aus A, ergeben. Da dies unserer 
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Voraussetzung widerspricht, gibt. es unter den Vektoren x,, X, ..., x, wenigstens 
einen, den wir x,, nennen, der nicht in W,, also in %, liegt und dessen Koeffizient 
&%, # 0 ist. Wäre «&,, = 0, so könnten wir x,, aus der Darstellung des Vektors y„ , 
als Linearkombination von Vektoren aus €” fortlassen, und nach den obigen Über- 
legungen erhielten wir abermals einen Widerspruch zur vorausgesetzten linearen 
Unabhängigkeit der Vektoren aus X, .. Es gilt also 
Im =&ıX%, +. + Kg + er 2 Krk; Ko + 0. 

Eine einfache Umformung dieser Gleichung ergibt. 
& Ku &; & 
= A EN Zlx,-ı E gs Pr % + — Imı 
i Ko 7) %o % % 

It Sı = 9 \{x is op So ist offenbar x, ey} U UF) = LA U 3). Dann gilt 
aber 


%o 


° b} 


L&, U 8) = L&u UF U {x} = LAU U = 2 LU, U%:) = 
und folglich ist 


LA, U8) = ; 
Die Menge A, U Fı ist ein Erzeugendensystem von V, das aus dern Erzeugenden- 
system & dadurch hervorgeht, daß die Menge &, = &, U {x,,} die aus m Vektoren. 
besteht, durch die Menge X, von m gegebenen linear unabhängigen Vektoren ersetzt 
ist. Damit ist der Austauschsatz bewiesen. 


5. AUFGABEN 


1. Man bestimme eine Basis des Vektorraumes der komplexen Zahlen ($ 1, Nr. 7, Aufgabe 1). 

2: Es sei R eine endliche Menge. Man bestimme eine Basis des Vektorraumes RM) Gel. $1,Nr. 3, 
Beispiel 4°). z 

- 3..Man gebe eine Basis für die in $1, Nr. 3, Beispiel 6° und 7° angegebenen Vektorräume.an. 

4. Man prüfe die folgenden Mengen von: Vektoren auf ihre lineare Abhängigkeit und bestimme 

“ linear unabhängige Teilmengen: 
a) (1,0, 1,9, 0, 1,0, 1), (1,0, 0, 2,0, 1,1,0), (1, 1, 1, » im R*, 
b) (1, 2,3), @,1,2), 2,3, 1), (di, 3 2), 2,1, 3), @, 2,1) im R°. 
" 5. Eine Menge M von Vektoren eines linearen Vektorraumes, die den: Nullvektor enthält, ist 
stets eine Menge von linear abhängigen Vektoren. 

6. Zwei Vektoren (&, ..., &,) und (N1,'..., 7) aus dem Vektorraum R sind genau dann linear un- 
abhängig, wenn es zwei Indie ja si<jsh)gibt, sodaß&.n,— &- m #0ist. 

7.* Es sei R? der Vektorraum der Tripel (&,, &2, £3) reeller Zahlen. Sind &,, &2, &3 drei feste 
reelle Zahlen, so bilden alle Tripel (&,, &, &3),. die der Gleichung 01 -& +02 &+9%3 6-0 
genügen, einen Teilraum W von R? (vgl. 82, Nr. 3, Beispiel 2°). Man bestimme eine Basis dieses 
Teilraumes und veranschauliche sich die Verhältnisse im dreidimensionalen Raum .mit Hilfe der 
in $3, Nr. 4 angegebenen Abbildung. 

8.* Man beweise den Satz VIII, ohne den Austauschsatz zu benutzen 
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85. ENDLICHDIMENSIONALE VEKTORRÄUME 


1. EINLEITUNG 


Im $4 haben wir uns an einigen Stellen auf die Betrachtung endlich erzeugbarer 
linearer Vektorräume beschränkt. Dies geschah vor allem, weil sich die Beweise der 
betreffenden Sätze einfacher gestalten. Es muß hier darauf hingewiesen werden, daß 
der Satz von der Existenz einer Basis auch für nicht endlich erzeugbare Vektorräume 
. gilt. Der Beweis dieses Satzes erfordert dann aber weitgehende Voraussetzungen aus 
der Mengenlehre. 
Die Struktur der endlich erzeugbaren linearen Vektorräume ist in vieler Hinsicht 
besonders einfach, außerdem besitzen diese Vektorräume den Vorzug einer größeren 
Anschaulichkeit. Da viele wichtige lineare Vektorräume, wie z. B. die Vektorräume der 
ebenen und räumlichen Translationen, der Vektorraum R" und seine Teilräume, 
endlich erzeugbare Vektorräume sind, beschäftigen wir uns in diesem und den beiden 
“ folgenden Paragraphen mit der näheren Untersuchung dieser Klasse von Vektor- 
räumen. Wir werden dabei auf diejenigen Ergebnisse, die nicht nur für endlich er- 
zeugbare Vektorräume gelten, besonders hinweisen. Die allgemeine Theorie der 
linearen Vektorräume, die auch die nicht endlich erzeugbaren Vektorräume umfaßt, 
wird im $8 wieder aufgenommen. 


2.DIE DIMENSION 


Es sei V ein endlich erzeugbarer linearer Vektorraum. Nach $4, Nr. 2, Satz II be- 
sitzt der Vektorraum Y eine endliche Basis, und wir wollen verschiedene Basen des 
Vektorraumes Y miteinander vergleichen. Wir beweisen den folgenden Satz: 


I. Ist V ein endlich erzeugbarer Vektorraum, so ist jede Basis BvonV endlich, und 
alle Basen bestehen aus der gleichen Anzahl-von Vektoren. . 


Zum Beweis dieses Satzes benutzen wir den am Schluß von $4 bewiesenen Aus- 
tauschsatz. Da der Vektorraum V endlich erzeugbar ist, besitzt er eine endliche 
Basis ®,, die aus n Vektoren x,, Xz, ..., x, bestehe. Es sei ® eine beliebige Basis, 
dann sind je endlich viele Vektoren aus ® linear unabhängig, und.da ®, ein Erzeugen- 
densystem von V ist, können wir den Austauschsatz anwenden. Sind die Vektoren 
Y1>» 25 --- » Ym aus B, so gibt es m Vektoren aus ®,, gegen die die Vektoren y; ‚Ja; ...,Yın 
ausgetauscht werden können. Daraus folgt zunächst, daß 8 nicht mehr als n Vek- 
toren enthalten kann. Die Basis ® ist also endlich und enthält höchstens soviel 
Vektoren wie die Basis ®,. Nun können wir aber die Rollen von ® und ®, in den 
obigen Überlegungen vertauschen, und es ergibt sich, daß die Basis ®, höchstens 
so viele Vektoren wie die Basis ® enthält. Also besteht die Basis ® aus der gleichen 
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Anzahl von Vektoren wie die Basis %,, und damit enthalten alle Basen von V die 
gleiche Anzahl von Vektoren. 
Dieser Satz berechtigt uns zu folgender Definition: 
Ist V ein endlich erzeugbarer Vektorraum, so heißt die Anzahl der Vektoren einer 
. Basis von Y die Dimension des Vektorraumes V und wird mit dim V .bezeichnet.!) 
Aus Satz I folgt insbesondere: Die Dimension eines endlich erzeugbaren Vektor- 
raumes V ist endlich, und wir nennen V einen endlichdimensionalen Vektorraum. Ist 
der Vektorraum Y nicht endlich erzeugbar, so kann er auch keine endliche Basis 
besitzen und wird unendlichdimensionaler Vektorraum genannt. 


U. Ist V ein Vektorraum der Dimension n, so sind jen + 1 Vektoren aus V linear 
abhängig. 


Gäbe es nämlich z + I linear unabhängige Vektoren aus V, so ließen sich diese.nach 
84, Nr. 4, Satz VIII zu einer Basis von V ergänzen, die im Widerspruch zu Satz I aus 
mehr als n Vektoren bestehen würde. 


II: In einem Vektorraum V der Dimension n bilden. je n linear unabhängige Vektoren 
eine Basis. 


Es sei X, eine Menge aus n linear unabhängigen Vektoren, die wir nach $4, Nr. 4, 
Satz VIII zu einer Basis ® von V ergänzen können. Da je n + I Vektoren aus V 
linear abhängig sind, kann die Basis ® höchstens n Vektoren enthalten. Dann ist aber 
8 = W,, und, ist eine Basis von V. 

Aus diesen Sätzen und aus $4, Nr. 4, Satz VII erhalten wir die. folgende Charak- 
terisierung eines linearen Vektorraumes der Dimension n oder, wie wir auch sagen 
wollen, eines n-dimensionalen Vektorraumes: 


IV. Ein Ynabrer Vektorraum V ist dann und nur dann n-dimensional, wenn es n linear 
unabhängige Vektoren in V gibt, während je n + 1 Vektoren linear abhängig sind. 


Für die unendlichdimensionalen Vektorräume ergibt sich damit: 


V. Ein linearer Vektorraum V ist dann und nur dann unendlichdimensional, wenn es 
in V eine unendliche Menge von linear unabhängigen Vektoren gibt. 


1°. Nach 84, Nr. 2, Beispiel 1° bilden die Vektoren eı- 3, ---, en mit &; = (d1z, 6245 +» On) eine 
Basis des Vektorraumes R”. Es gilt dim R" = n. R ist ein n-dimensionaler Vektorraum. 
: 20. Der Vektorraum R” ist unendlichdimensional. Es sei Y= {e1, @2, +, En, -..} die Menge der 
in 82, Nr. 5, Beispiel 8° angegebenen Vektoren e; = (Ö,,)ı-ı, 2, .... Die Vektoren der Menge X sind 
linear unabhängig. Sind e,, , &;,, ---, &; endlich viele verschiedene Vektoren aus X so ist. 


nen + &pe;, FR 75 


1) Ygl. die Fußnote auf 8.31. Ist V= fo}, so setzt man dim V = 0. Der Leser lee sich u 
daß dann die Sätze I-IV für V= (e} formal richtig sind. 
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derjenige Vektor (&,);-ı,2,..., für den 


£ R, für i=jy (= 1,2, ..., m), 
= Ä Kar 
0 sonst 
gilt. Dieser Vektor (&);-,,,,.. ist genau dann der Nullvektor, wenn &,, = 0, = --0,,=0ist. 


Wir haben gezeigt, daß X eine unendliche Menge linear unabhängiger Vektoren aus R” ist, und 
nach Satz V ist R” ein unendlichdimensionaler Vektorraum. 


3. KOORDINATEN; .DIE ABBILDUNG ®, 


In diesem Abschnitt beschreiben wir die Vektoren eines endlichdimensionalen 

Vektorraumes mit Hilfe einer festen Basis. Dazu ist es zweckmäßig, die Anordnung 

der Basiselemente in den Begriff „Basis“ einzubeziehen. Im folgenden verstehen wir 
unter einer Basis ® = {x1,x,, ..., x„} des n-dimensionalen Vektorraumes V das 

n-tupel der linear unabhängigen Vektoren x,, Xz, ..., x,. Wir werden feststellen, daß 

sich jeder Vektor eines n-dimensionalen Vektorraumes V nach Wahl einer Basis’ in U 

durch n reelle Zahlen, seine Koordinaten, bestimmen läßt. Dabei entspricht dem 
Rechnen mit Vektoren aus V das Rechnen mit den zugeordneten K.oordinaten-n-tupeln. . 
Dies ermöglicht eine „analytische“, d.h. durch das Rechnen mit reellen Zahlen 

charakterisierte Behandlung von ES Een.a aus der Theorie der endlichdimen- 

sionalen linearen Vektorräume. 

Es sei V ein n-dimensionaler linearer Vektorraum and ® eine Basis von V. Die. 
Vektoren der Menge ® nennen wir Basisvektoren und bezeichnen sie mit X), X2, :.., M- 
Ist y ein beliebiger Vektor, aus V, so ist y von den Basisvektoren linear abhängig. Es. 
gibt n reelle Zahlen &,, &2, ..., &,, so daß 


y=aıXı +&2X2 + + En j (1) 


ist. Wir weisen nach, daß die reellen Koeffizienten &, , &2, ..., &, in der Gleichung (1) 
durch den Vektor y eindeutig bestimmt sind. Dazu betrachten wir eine beliebige Dar- 
stellung des Vektors y als Linearkombination der Basisvektoren x, K252i, X, dIE 
wir.in der Form 


yvaßn three tß &} a) 
schreiben. Subtrahieren wir die Gleichung (1) von der Gleichung (1), so erhalten wir 
- B)xXı + & - Bo)r2 + + m — Pu) En =o. ..@& 


Da die Vektoren x,, x2, ..., x, linear unabhängig sind, folgt aus der SIEhUgE, (2) 
das Verschwinden aller Kosfhziehten. Es ist 


n-h=n-=-:=0, -, = 0 


i 


oder 
“a, = ßı; = P2; 7 Pr- 


Das Ergebnis fassen wir in folgendem Satz zusammen: 
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VI Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum und B = {x,, Xa; ..., X} eine Basis 
von V, so entsprechen jedem Vektor yeV eindeutig n reelle Zahlen «,, %&2, ..., On» 
so daß 2 
YFOK FREI + en (D 

ist. j 

Die reellen Zahlen «,, x, ..., &„.heißen die Koordinaten des Vektors y in bezug auf 
die Basis B. ur l 

Fassen wir die Koordinaten &,,%,, ...,&, des gegebenen Vektors y zu einem n-tupel 
(&ıs &25 ..., &%,) reeller Zahlen zusammen, so ist dieses n-tupel ein Element des 
Vektorraumes R*. Wir können also jedem Vektor y e V- einen Vektor (&,,%s, ...,&,) 
aus R" zuordnen, wobei x; ,&2, ..., &, die-Koordinaten von y in bezug auf die Basis ® 
sind. Auf.diese Weise haben wir eine Abbildung von F in R" erklärt, die wir mit Dy 
bezeichnen. Es it 


BO) = ae Kin) für y=aını + or + +0. 


VIL.Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum, ® eine Basis von V und ®,, diejenige 
Abbildung, die jedem Vektor ye V das n-tupel seiner Koordinaten in bezug auf die 
Basis ® zuordnet, so ist ®,, eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Vektorraumes V 
“auf den Vektorraum R" mit folgenden Eigenschaften: a - 


1. Sind y, z Vektoren aus V, so gilt 
Buy +2) = Day) + Du); 

2.istyeV. und « eine reelle Zahl, so gilt 
Dylay) = By). 


Eine Abbildung eines Vektorraumes V in einen Vektorraum V’, die die Eigen- 
schaften 1 und 2 besitzt, heißt /ineare Abbildung. Eine umkehrbar eindeutige lineare 
Abbildung eines Vektorraumes V auf einen Vektorraum V’ heißt ein Isomorphismüs 
des Vektorraumes V auf den Vektorraum Y'. Den Satz VII können wir damit wie 
folgt formulieren: 


VIV. Die Abbildung ®,, die jedem Vektor y eines n-dimensionalen Vektorraumes v 
das n-tupel seiner Koordinaten in bezug auf eine Jeste Basis B von V zuordnet, ist ein 
Isomorphismus von V auf den Vektorraum R". 


Den Beweis dieses Satzes führen wir in mehreren Schritten: 


a) d, ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung. Es seien y, z Vektoren aus V und 
DB) = By). Ist D,) = (&ı, &2, .... &n) und Dy(lz) = (Pı; Pr; ... PB): so gilt 


“= Bı» 92 = ß2; RER => Pa- 


Da a, &2, ..., &, bzw. ßı , Pa, ..., Pn die Koordinaten des Vektors y bzw. z in bezug 
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auf die Basis B sind, ist 
y= or + 2X + + kn = Pıkı + Bar + = + rn = 2, 
und die erste. Behauptung ist bewiesen. 


b)dy ist eine Abbildung von auf Rr. Es sei (£,, &3, ..., &,) ein beliebiger Vektor 
aus R". Dann ist x = &ıxı + &x2 + + &,x, als Linearkombination der Basis- 
vektoren x,, X2, ..., x, ein Vektor aus V mit den Koordinaten £,, &3, ..., &,. Es ist 
also Dy(x) = (Ei, &2, ..., &n), d. h., jeder Vektor aus R" ist Bild eines Vektors aus V. 
c) By besitzt die Eigenschaft 1. Es seien y, z aus V und 


ya to tt Ze ßırı + far + + Pa&n; 
dann ist 
y+rz=(ı > P)xı +(& + ß2) xz +++ Pa) Xn 
- und folglich 
DV = 2) = (a + ßı> %2 + P2; ..,5 On + Pu): 
Berücksichtigen wir die Definition der Addition im Vektorraum R” (vgl. $1, Nr. 3, 
Beispiel 2°), so folgt u 
D,y + 2) =. (0 ‚2, a? &n) + (Bi; ß2; ne Br)» 
und aus (&ı, &%, ...,%) = By(y) und (Pr; Ba: --- Bm) = Da@) ergibt sich die Be- 
hauptung. 
d)P, besitzt die Eigenschaft 2. Es seiye V, « eine reelle Zahl und 
y = &ıXı + & 282 + Ka + .&uXn: 
Dann ist ay = (o- &) x +(&82)xX&2 + -+(&°0,)x%, und folglich 
Day) = (a 81,8 "02... 6° Sn). | 


Nun ist aber (@ 0,,&°&2, ..., &'0%,) = &&,, &2, --., &) = &Dy(y), was die Be- 
hauptung ergibt. ’ 
’ cn 
30, Betrachten wir die in $4, Nr. 2, Beispiel 1° angegebene kanonische Basis ®’= feı, e2, --:, En} 
mit e, = (6, y Öny + On) (=1,23:.,n des Vektorraumes .R”,. so läßt. sich jeder Vektor 
x= (&1, 82, --., &,) in der Form 
ı=hea+t &2ez a 


schreiben, und die reellen Zahlen &;, &,, --., &, sind die Koordinaten des Vektors x = (&ı, &2: ---, &n) 
in bezug auf die Basis ®. Die Abbildung ©, ist in diesem Fall die identische Abbildung. 
Wir betrachten nun eine andere Basis d' = {x}, x;, ..., x,} mit 


x ne (1; . 6-1, 6,5; Öpn,gs1> “ 5m) Ü =1,2, ..., n). 
Es ist also 
x =(,1,.,D,% = (0,1,.,.D,-,%= (0, .-,0,D. 
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Zunächst beweisen wir die lineare Unabhängigkeit der Vektoren x}, x, ..., x,, woraus nach Satz II 
‚folgt, daß diese Vektoren eine Basis ®’ bilden. Es sei z 

zen tat +. 
Dann ist x = (&; &, .. &.) mit & = 0, &2 = +02, +, En =, +02 +00 allgemein 
= +02+ +0, Q=1,2,...,n). Ist x der Nullvektor im R, so ist =&=-0. 
Aus &, = O folgt a, = 0. Dann ist &, = &,, und aus &, = 0 folgt &2 = 0. Durch vollständige Induk- 
tion zeigt man leicht, daß a,= 0 für j= 1,2, ...,n ist. Das bedeutet aber, daß die Vektoren 
X» %as «x, linear unabhängig sind. 

Ist wiederum x = (&, , &2, --; &,) und 

zenm tat + ah 
so entspricht dem Vektor x vermöge der Abbildung ®,. der Vektor (a, , &2, an). Dabei gelten die 
Gleichungen : 

Her, = +02. ut +- Hope ee + 0. 
Löst man diese Gleichungen nach &,;, &, ---, @, auf, so ergibt sich 


7 ER =&,-&,-, a = En — Eneı- 


Es ist also Dy, ((E1, &2, ED) =, — & 0 &n — &n-), und By. ist eine umkehrbar eindeutige 
lineare Abbildung von R” auf sich. 


4.*4) DER ISOMORPHIEBEGRIFF; DIE STRUKTUR 
n-DIMENSIONALER VEKTORRÄUME,; EINE BEMERKUNG 


Der Vektorraum Y’ heißt isomorph zum Vektorraum V, wir schreiben 7’ > V, wenn es einen Iso- 
morphismus von P auf Y’ gibt. 


VII. Die Isomorphie V'=V ist eine reflexive, symmetrische und transitive Relation in der Klasse | 


‚der Vektorräume. Es gilt 
a) V = V für jeden linearen Vektorraum V; 
b) aus V' = V folet VZ V’ für je zwei lineare Vektorräume V, V'; 
co) aus V’ > Vund "= V' folgt V" = V für je drei lineare Vektorräume v,v',v". 
Den Beweis führen wir in mehreren Schritten: | 


'a) Die Isomorphie ist reflexiv, d. h., jeder Vektorraum V ist zu sich selbst isomorph. Dazu be- 
trachten wir die identische Abbildung ©, des Vektorraumes Y auf sich. Ist yev, so gilt d,(y) = y. 
Die Abbildung ®, ist offenbar eine:umkehrbar eindentien Abbildung von Y auf sich, und aus den 
Gleichungen 


Bo +DI=yr+rz= BG) + DR), Boy) = ay = Do) 
folgen die Eigenschaften 1 und 2. Es gilt Vz P. 


1) Einem Leser, der mit dem Begriff der Abbildung wenig vertraut ist, empfehlen wir, das Studium 


von Nr. 4 zurückzustellen, bis er sich mit den Ideen von $$ 8 und 9 und evtl. 11 vertraut gemacht hat. 
Für die Definition der Isomorphie und den Beweis von Satz VIII sind keinerlei Einschränkungen 
über die Dimension der betrachteten Vektorräume erforderlich. 
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b) Die Isomorphie ist symmetrisch, d. h., ist ./' isomorph zu Y, so ist auch Y isomorph zu V’. Es 
sei ® ein Isomorphismus von V auf V’. Da ® eine umkehrbar eindeutige Abbildung ist, gibt es eine 
inverse Abbildung ®*', sodaß B"!(B(y)).= y für jedes y € V gilt. Dabei ist ©! eine umkehrbar ein- 
deutige PBaldung von V’ auf V, und wir müssen zeigen, daß ®*! die Eigenschaften 1 und 2 besitzt. 
Es seien y’, z’ zwei Vektoren aus V’. Dann gibt es zwei Vektoren y, z aus'V, so daß y' = 06) und 
z!’ = a ist. Wir berechnen Jetzt &D-1(y' + 7). Es gilt 

BUY +) = BUDG)+D)- ONE) rt 

Andererseits ist 4 
= DH) = By) und z= BG) = Bl), 
d.h. aber ; j 

DYHT)-DIY)HDILN). 
Entsprechend gilt 

B4xy') = DaB) = DUBay)) = ap = PN): , 
Aus v’'= V folgt V=ZV. 

c) Die Isomorpbie ist transitiv, d. h., ist V’ isomorph zu YV und V” isomorph zu V’, so ist auch V"" 
isomorph zu Y. Nach Voraussetzung gibt es einen Isomorphismus ®-von Y auf V’ und einen Iso- 
morphismus ®' von V’ auf Y”. Es’ sei D’ die Nacheinanderaüsführung von ®und ®.FüryeVsei 
also 8’ (yp) = D(5y)). Dann ist ©" eine umkehrbar eindeutige Abbildung von V auf v”, und wir 


müssen wiederum die en lund2 verifizieren. 
Sind y, z Vektoren aus P, so gilt 


D'y+z)= DOG + 2) =® en + 26) - DE) + ®'(8tz)) = 0) +9’) 
und entsprechend ; 
0" (6) = Bay) = DD) = aB'(D(y)) = 0) 


Aus V" = V’undV' & Y folgt v'zVv. a 
Berücksichtigen wir diei im Satz VIII bewiesenen Eigenschaften der Isomorphie, so erhalten wir ' 
aus dem Satz vir: 


VI”. Zwei endlichdimensionale lineare Vektorräume gleicher ‚Dimension sind Besnakol; 


Es seien YV und Y’ zwei Sndiichaimienslonale Vektorräume und dim Y= dim V’=.n. Nach 
Satz VIY gilt R"=Z V und R" = V’. Auf Grund der Symmetrie der Isomorphie gilt dann auch 
V' = R", und aus V’& R" und R" = V folgt wegen der Transitivität der Isomörphie V’ = V., 


Bemerkung. Die Sätze VII, VII’ (und VIl'') könnte man dahingehend verstehen, daß eine Unter- 


“suchung der speziellen Vektorräume R" zum Aufbau einer allgemeinen Theorie der Vektorräume 


endlicher Dimension ausreichend sei. Ein derartiger Standpunkt führt jedoch zu keiner Vereinfachung 
der Theorie. Die Isomorphie zwischen einem ‚beliebigen Vektorraum Y’ der Dimension n und dem 
Vektorraum .R" beruht auf der Auszeichnung einer Basis in V. Um also einen für den Vektorraum R" 
bewiesenen Satz auf einen beliebigen Vektorraum V der Dimension rn zu übertragen, muß in jedem 
Falle die Unabhängigkeit der betreffenden Aussage von der speziell gewählten Basis nachgewiesen _ 
werden, was die Beweise häufig kompliziert. Die Bedeutung der Sätze VII, VII’ (und‘ VII”) liegt . 


< nicht so sehr in dieser.als in der umgekehrten Richtung. Sie gestatten die Anwendung der allgemeinen 


Theorie der linearen Vektorräume und der in ihr.bewiesenen allgemeinen (und gegenüber Isomor- _ 
phismen invarianten) Sätze auf die in einem festen Koordinatensystem (z. B. in der Phvsik oder Geo- 
metrie) durch reelle Zahlen beschriebenen Gegebenheiten. 
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5. GEOMETRISCHE VERANSCHAULICHUNG 


Zum Abschluß des Paragraphen betrachten wir den Vektorraum der Tranlanonen in der Ebene 
(vel. $1, Nr. 3, Beispiel 8%). i 


40. Es sei O ein fester Punkt der Ebene. Ist ze W eine Tranislation, so führt x den Punkt O in 
einen Punkt P der Ebene über. Ist umgekehrt P ein beliebiger mut der Ebene, so gibt es genau eine 


Translation tx, die O in P überführt, die also durch die Strecke oP repräsentiert wird. Wir erhalten 
eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Vektorraumes ® auf die Menge der von O ausgeheriden 
gerichteten Strecken. 


Der Vektorraum 3 der Translationen der Ebene ist zweidimanstöndt: DER 


Zunächst gibt es zwei Translationen in der Ebene, die verschiedene und nicht entgegengesetzte 
Richtungen besitzen. Da keine dieser beiden Translationen ein Vielfaches der anderen ist, sind sie 
linear unabhängig, und die Dimension des Vektorraumes % ist mindestens zwei. Andererseits läßt 
sich jede Translation 3 aus zwei Translationen £ und }), die nicht die gleiche oder entgegengesetze 


N 


07% PP 
Richtung haben, linear kombinieren. In Abb. 4 man wir 3 durch OR, t durch OP undy durch 00 


repräsentiert. Dann repräsentieren die Strecken op, 00' Vielfache von £ bzw. y, deren Summe durch 
_—> 


die gerichtete Strecke OR repräsentiert wird. Bilden die Vektoren £, y eine Basis des Vektorraumes ®,. 
so nennen wir.das Tripel {O; x, 4} ein Koordinatensystem der Ebene..Ist R ein beliebiger Punkt der 
_— . 


Ebene, so repräsentiert die gerichtete Strecke OR eine Translation 3, und die Koordinaten («, ß) 
des Vektors in bezug auf die Basis, y:4= &g + fl} nennen wir Koordinaten des Punktes P in bezug 
auf das Koordinatensystem {O; x, 9}. Vermöge der eingangs erwähnten umkehrbar eindeutigen Zu- 
ordnung zwischen den Punkten der-Ebene und den Translationen aus ® erhalten wir nach Satz VI 
eine umkehrbar eindeutige Zuordnung zwischen den Punkten der Ebene und den Elementen von Re. 


6. AUFGABEN 


1. Welche Dimension besitzt _.der ae der komplexen Zahlen (vgl. $1, Nr. 7, Aufaabe n? 


2. Man bestimme die Koordinaten der Vektoren (0, 0), (1,0), (0,1), (1,1), Yı, 2) des: R? in 
bezug auf die aus zwei linear unabhängigen Vektoren (&; , &2); (ßı, 2) gebildete Basis und veran- 
schauliche sich: den Sachverhalt in der Ebene.. 


3. Welche Dimension besitzt der Vektorraum P, (vgl. 81, Nr. 3, Zeil 9 


48 I. Lineare Vektorräume ohne Metrik _ 
4.* Man zeige, daß der Vektorraum Pund nie Vektorräume D,(&o; Po) (wel. 81, Nr. 3, Depien 5° 
und 6°) unendlichdimensional sind. 


5. Der Vektorraum R(M) ist dann und nur dann endlichdimensional, wenn M eine endliche Menge 
ist, und dann ist dim .R(M) gleich der Anzahl der Elemente von M. 


6. Die im Beispiel 4° angestellten Überlegungen führe man entsprechend für die Translationen im 
Raum aus. 


$6. TEILRÄUME ENDLICHDIMENSIONALER 
VEKTORRÄUME 


1.BINLEITUNG 


Wie im 85 beschränken wir uns auf die Betrachtung endlichdimensionaler Vektor- 


. räume. Wir untersuchen die Beziehungen zwischen der Dimension eines linearen Teil- 


raumes und der Dimension des ganzen Vektorraumes. In Nr. 3 wird eine wichtige 

Gleichung für die Dimension des Durchschnitts und der Summe’ zweier linearer Teil- 

räume abgeleitet. Die. Nr. 4, in der die sogenannte direkte Summe linearer Teilräume 

definiert wird, kann von einem vorwiegend an den Anwendungen interessierten Leser 
überschlagen werden. Die Definitionen und Sätze von Nr. 4 gelten für beliebige, also 

auch für unendlichdimensionale Vektorräume, sofern nicht ausdrücklich, wie z.B. 

im Satz V, einschränkende Voraussetzungen gemacht werden. 


2. DIE DIMENSION LINEARER TEILRÄUME 


Es sei V ein endlichdimensionaler linearer Vektorraum und W ein linearer Teilraum 
von V. Ist dim V = n, so sind jen + 1 Vektoren aus V linear abhängig. Dann sind 
aber auch je n + 1 Vektoren aus dem Teilraum W linear abhängig, und aus $5, 
Nr. 2, Satz IV folgt: 


1. Ein linearer Teilraum W eines endlichdimensionalen Vektorraumes V. ist endlich- 
dimensional. 


Insbesondere gibt es höchstens n = dim 7 linear unabhängige Vektoren in W, und 
das bedeutet: 


II. Ist W ein linearer Teilraum des endlichdimensionalen Vektorraumes V, so gilt 
dim W < dim V. a (U 


Wir betrachten den Fall dim W = dim V = n. Dann besitzt W eine Basis aus n 
linear unabhängigen Vektoren. Nach $5, Nr.2, Satz III bilden diese n linear un- 
abhängigen Vektoren aber auch eine Basis des Vektorraumes V, und wir erhalten: 


IH. Ist W ein linearer Teilraum des endlichdimensionalen. Vektorraumes V und gilt 
dim W = dim V, so ist W=V. 
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3. DIMENSIONSBEZIEHUNGEN FÜR DEN DURCHSCHNITT 
UND DIE SUMME LINEARER TEILRÄUME 


Es sei V.ein linearer Vektorraum, W,, W, seien lineare Teilräume. Wir betrachten. 
die linearen Teiläume W, NW, =V/, und LW,uvW)=W, +W,=V, und 
untersuchen die Beziehungen zwischen den Dimensionen dieser Teilräume. 

Setzen wir dim V = n, dim W, = m,, dim W, = m,,dim V, =n,,dimV,=n, 
und beachten, daß V, ein linearer Teilraum des Vektorraumes W, und des Vektor- 
raumes W, ist, während die Vektorräume W, und W: ihrerseits lineare Teilräume 
von P, sind, so erhalten wir nach Satz II 


n, S min (m,, m,) < max(m,,m,)<m Sn. 


Es sei 8, eine Basis von Y,. Dann besteht ®, aus n, linear unabhängigen Vektoren 
aus V,, und da V, ein Teilraum von W, ist, sind die Vektoren aus ®, auch linear 
unabhängig in W,. Nach $4, Nr. 4, Satz VII lassen sich die Vektoren aus ®, zu 
einer Basis 8, von W, ergänzen. ®} ist eine Menge von m, linear unabhängigen 
Vektoren aus W, , die die Menge ®, als Teilmenge enthält. Entsprechend läßt sich ®, 
zu einer Basis ®, von W, ergänzen, und die Menge €; = 4 U 8; ist offenbar ein 
Erzeugendensystem von V,. Die Menge €, besteht ausn, + (m, — nı) + (m; — nı) 
= m, + m, — n, Vektoren, und da jedes Erzeugendensystem eines endlichdimen- 
sionalen Vektorraumes eine Basis enthält, ist zunächst n, < m, + mn, oder 
nn +n,.<Sm +m,.) 

Wir beweisen, daß die Vektoren aus&, = ® U 8% linear unabhängig sind. Dann 
ist ®, = €, eine Basis von V,, und es gilt: 


IV. Sind W,, W; lineare Teilräume eines endlichdimensionalen Vektorraumes V, so 
gilt 
dim (W, N W;) + dim (W, + W.) = dim W, + dimW,.. @ 


'Es sei 
} . : ‚ 
= {x .. Kubs ı = {x1; 3 Knıs x; > Kuseihs 
8, = {x "23 Knı> x, .. nt 
und wir nehmen an, daß die Vektoren aus ®, U 8; linear abhängig sind. Dann gibt 
es reelle Zahlen &,, ..., &n,> & > ++ Kmyınıs 815 +++ Kan, , Gie nicht alle gleich Null 
sind, so daß i 
f ? ! + : 
Kt tt + On Knı + 1X Fans Imı-n rm -nı 
[73 „ (73 ö 
ta ++ Km-n mn, = 0 6) 


4) Wir machen den Leser darauf aufmerksam, daß die Anordnung der Basisvektoren für die 
Untersuchung von Dimensionsbeziehungen unerheblich ist. 


5 Boseck 
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ist. Aus.der linearen Unabhängigkeit der Vektoren aus ®: folgt, daß wenigstens, 
eines der «/ (l &j s m, — n,) von Null verschieden ist. Der Vektor 

x'= x, En ER ER + 0 
gehört zu W, und nicht zu V,, da die Vektoren’ x; , a x, EN linear 
unabhängig sind. Aus ® folgt aber 


[7] N | ’ # 


x = 018 nn — Anka, — KK nt ImenKmend 


und x’ gehört also zu W;. Damit ist x’eV, = W;.:n W,, was der Definition von 
x “ widerspricht. Die Vektoren aus &, = 8} U 8; sind linear mnabHAngie, und join 
lich ist 8, = &; eine Basis von V;. 


10. Es sei V ein zweidimensionaler Vektorraum, und W', W'' seien lineare Teilräume von V. 

Ist dim W' = dim W” =1, so ist W' = ww", oder es ist W' NW" = {o} und W' + W" = V. 

Nach Satz IV ist dim(W' N W”) + dim (W' + W")=2. Ist dim (W'. NW") = 0,.so ist 
W' nW"= {fo} und dim (W'+ W")=2, d.h., nach: Satz II ist W' + W"= V. Gilt aber 
dim(W'NnW')=1, so ist nach Satz III W nW"= Wund W'nW"=W' und damit W'=W". 


- 2°, Es sei Vein diekiimensionaler Vektorraum, und w', W'' seien lineare Teilräume von FV. 
a) Ist dm W'=dim W" =2, so ist W'= W", oder es ist W' + W"' = V und dim WnWN)=1. 
b) Ist dim W' = 1,dim W" =2,soistW' = W",oder es ist W' \ W" = {0} und W' + W" = 

- ©) Ist dim W’=dim W"=1, soist W' = w", oder es ist W' A W" = {0} und dim (W’ + w)=2. 
Ist im Fall a) W' # W", soist W' N W"' ein echter Teilraum von W’, ünd nach Satz II und IN 


gilt dim (W’' NW") < 2. Aus Satz IV folgt dann aber dim (W'nW'")= 1 unddim (W'+ WW") = 3 
und damit nach Satz II: W’ + W"=V. i 


Ist im Fallb) W’ kein Teilraum von W”’, so ist W' N W" ein echter Teilraum von W’ und folglich j 
dim u" N nW") < 1 oder W' n.W” = {o}. Dann ist-aber dim (W' + W"') = 3, und nach Satz III: 
W'+W"=V. ae 

Ist im Fallc) W'’ + W", so ist wie oben dim (W’ N W'') < 1 und folglich W'n W" = fo}. 
Dann ist aber dm (W’ + W”) =2. : - 


\ 


4.* DIE DIREKTE SUMME 


Ein linearer Vektorraum Y heißt die direkte Summe seiner, Teilräume w' und w", wir schreiben 
v= W' 4 W", wenn 1. V= W' + W" und2.W' nW" = fo} ist. } 


Aus Satz IV folgt unmittelbar: - =. 
V. Ist der endlichdimensionale Vektorraum V die direkte Summe seiner Teilräume W’ und W", so ist 
dim V = dim W’ + dim W"". 
In 82, Nr. 5, Satz VII haben wir festgestellt, daß sich jeder Vektor xe W' + W" in.der Form 
x=exXt (WEeW',xX'’eW") schreiben läßt. Wir wollen beweisen: 


VI. Ist der Vektorraum V die direkte Serie der Teilräume W' und W"', so läßt sich jeder Vektor 
xeE V auf genau eine. Weise in der Form 


xz=xX+x (keW', x" cW”) 
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darstellen. Die Vektoren x’ € W' und x' e W", die die Projektionen des Vektors x auf W' bzw. W'' 
genannt werden, sind eindeutig bestimmt. 


Es sei VY= W’ 4 WW’. Wir nehmen an, daß wir den Vektor x € V in der Form 
x=n tn wd ı=n 4X 


darstellen können, wobei die No x1,x, aus W’ und die Vektoren x), x, aus W’ sind. Be- 
trachten wir den Vektor x’ = x _ x eWw', so erhalten wir aus den obigen Gleichungen durch 
Subtraktion : 


! (3 H 4 Fr ar 4 It EL 
0o=n- tn - un =" +, -, oda =, x. 


Damit ist aber x = x, — x ein Vektor aus W”, und nach der Bedingung 2. in der Definition der 
direkten Summe ist x’ = 0. Daher gilt y- = o= -x« ode = undı=x. 
Der. Begriff der direkten Summe läßt sich auf endlich viele Summanden ausdehnen: 


Der lineare Vektorraum V heißt die direkte Summe der m linearen Teilräume W,, ..., W,, (wir 


schreiben V=W, + - + W), wenn a) V = W+--+W, und b) (Wı + - + W_ ale fo} 


. für jedes? = 2,3, ...,m gilt. 
Wir beweisen zunächst durch Induktion eine Verallgemeinerung von Satz V. 


VI. Ist der endlichdimensionale Vektorraum V die direkte Summe der linearen Zetlänne w, nn Won 
so gilt dim V = dim W, + --- + dim W„..: ö 


Für m = 1 ist die obige Gleichung offenbar richtig, und wir nehmen an, daß sie Such für m— 1 
Summanden gilt. Essi W' = Wı + -- + Wa-ı = LWı U -- U Wu-ı). Der Teilraum W’ ist dann 
. die direkte Summe seiner Teilräume W,, -.., Wu.1, und nach Induktionsannahme folgt daraus 

dim W' = dim W, + -- + dim Wa: Wegen der Bedingung b) in der Definition der. direkten 
Summe gilt nach Satz V Ä i s 


din (W' + W,) = dim W' + dim W,. 


Esist W' + Wa = ULM, V - U Wa) U Wa) 2 UW, U - U Wu) = V und damit V= W'+W,. 
Es gilt also dim V = dim ww. +. + dim Wu. + dim Wu, uns der Satz VII ist bewiesen. 
Entsprechend läßt sich der Satz VI auf die direkte Summe endlich vieler Teilräume übertragen: 


.  VIH. Ist der Vektorraum V die direkte Summe der Teilräume W, , .-:, Wn, so läßt sich jeder Vektor 
xE V auf genau eine Weise in der Form E j 


xy tr tm MEM: 5 mE) 


. darstellen. Die Vektoren x, EW,, ---, Xm € Wu, die die Projektionen des Vektors x auf die Teilräume 
W;, -., W, genannt werden, sind eindeutig bestimmt. j - 


Zunächst ist der Satz für m=1 richtig, und wir nehmen wiederum an, daß er für n — 1 Sum- 
manden gilt. Es sei W' = Wı + + W,„.ı; dann ist der Teilraum W’ die direkte Summe seiner 
m — 1 Teilräume W,, ..-, W._ı, und nach Induktionsannahme läßt sich jeder Vektor x’ € W’ auf 
genau eine Weise in dr Frtm "= x, + "+4 Hm EW: -s Km-ı E Wa-ı) darstellen. 

Wie schon beim Beweis von Satz VII bemerkt, ist V= W’ + W,,, und da nach der Bedingung b) 
für die direkte Summe W' N W= {o} ist; gilt V= W’ 4 W,. Nach Satz VI besitzt jeder Vektor 
xe€ V genau eine Darstellung der Formx = x’ + Km (x € W', x € W,), und die Projektionen x’, x 
sind eindeutig bestimmt. 

Damit ist aber 


er tt Km tt Im GEW, 5 Km sc Wn iv m € Win)» 


und die Projektionen xı € Wi, --, X&m.ı EWan-is Am € Wa, sind eindeutig bestimmt. 


5*+ 
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Satz VIII läßt sich umkehren: 


IX. Es sei V ein linearer Vektorraum, W,, ---, W„ seien lineare Teilräume von V. Ist dann jeder 
Vektor xe€ Vauf genau eine Weise in der Form 


ey, tt KMEWN mE 
darstellbar, so ist V die direkte Summe der Teilräume W, , ---, Wu: 


Da jeder Vektor xe V als Summe von Vektoren aus Wı, .... W, geschrieben werden kann, ist 
VEUMU-UW)= Wit + Win, und da alle W, (= 1,2, ....m) Teilräume von V sind, 
gilt V= W, + + W,. Die Bedingung a) aus der Definition der direkten Summe ist erfüllt. Die 
Bedingung b) beweisen wir indirekt. Es sei (Wı + "+ Wu-) N Wi, +0} für ein festes i, mit 
2<i, Ss m. Dann betrachten wir einen Vektor xo = x, € W;,, der vom Nullvektor verschieden 
ist und in Wı + + Wi... liegt. Da x, € Wı + + Wi. ist, gibt es Vektoren x? € W,, ..., 


Ba 
Ko-ı € Wio- 1 mit 


rt ++ %o- . 


Wir setzen nun 


lt 


xD für i=1,2,.,-1, 
x 
o 


sonst 
und _ - zu 
fe für: i =# ie, 
= 
Eu für ga io 
Dann besitzt x, = x,, die beiden verschiedenen Darstellungen 
Heut tm te tim 
und die Vektoren x,'und x; sind aus W, (i= 1,2, ..., m). Damit ist der Satz IX bewiesen. 
Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und 9 eine Basis von V, die aus den Vektoren xı, ---, %, 
besteht. Wir definieren die Teilräume M, = Lix;}. Ist xe V ein beliebiger Vektor, so besitzt x 
eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der Basisvektoren: 


x= Kt t adp- 


Der Vektor a,x; ist aus dem Teilraum W; €=1, ...,. n),undda die Koordinaten «, durch den Vektor x 
eindeutig bestimmt sind, ist auch die Projektion &;x, von x auf den Teilraum W, @= 1, ..., n) ein- 
deutig bestimmt. Aus dem. soeben bewiesenen Satz IX erhalten wir: 


X. Jeder n-dimensionale Vektorraum V ist die direkte Summe der von den Elementen einer Basis 
erzeugten eindimensionalen linearen Teilräume. „ 


5. AUFGABEN 


1. Sind W,, W2, Ws lineare Teilräume des Vektorraumes V, so gilt 
dm MN MNW). i 
+ dim WA NW) + Wa] + dim [W2 NW) + Wıl+ dm [(W; NW) + W: 
+ dim [ML + Wo) Wa] + dim [92 + Ws) N Wıl+ dim [93 + WI) W2] 
+ dim (W, + W, + W;) 
= 4 dim W, + 4dim W, + 4 dim W;. 
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2.* Man beweise das assoziative Gesetz für die direkte Summe: 
(W, 4 W.) + W3 = W, + (Wr + W;). 


3.* Durch ein Gegenbeispiel zeige man, daß folgender Satz falsch ist: It Y= Wı + W. + Ws 
udW,nNW=WınW =WNnW, = {0}, so ist V die direkte Summe von W,, W, Wa. 


4.* Ist V ein linearer Vektorraum, W' ein linearer Teilraum von V, so gibt es einen linearen Teil- 
raum W" von V,sodaBV = W' 4 W" ist. 


5.* Sind W,, Wa, .... Ws lineare Teilräume von V.und ist B, = {x{”, ..., x} eine Basis von W, 
(0 = 1,2, ..., 5), so ist j “ 


1 VD. ,@ 2 5 
ae ee RE un wa: EEE 


dann und nur dann eine Basis von %, wein VY=Wı + W +4 -- 4 W, ist. 


$7.* MANNIGFALTIGKEITEN IN ENDLICH- 
DIMENSIONALEN VEKTORRÄUMEN 


1. EINLEITUNG 


In Verallgemeinerung der Überlegungen des vorhergehenden Paragraphen über die Dimension 


linearer Teilräume eines endlichdimensionalen Vektorraumes definieren wir den Dimensionsbegriff 


für lineare Mannigfaltigkeiten und beweisen einige Dimensionsbeziehungen, die die im $ 6 für lineare 
Teilräume bewiesenen Dimensionsbeziehungen verallgemeinern. Auf eine Anwendung dieser Er- 
gebnisse zur Untersuchung der Geometrie des Raumes wird in Nr. 4 hingewiesen. 


2. DIE DIMENSION LINEARER MANNIGFALTIGKEITEN 


Es sei V ein endlichdimensionaler linearer Vektorraum und, M eine lineare Mannigfaltigkeit in V. 


Nach $3, Nr. 3, Satz I’ bestimmt die Mannigfaltigkeit M eindeutig einen linearen Teilraum Wvon’, 
sodaß M=xo + W ist. 

Unter der Dimension der Mannigfaltigkeit M verstehen wir nun die Dimension des zugehörigen 
linearen Teilraumes W: 


Ist M= xo + W, so sei dm M =. dim W. 
Def. 
Aus $6, Nr. 2, Satz II und III folgt 


1. Ist M eine lineare Mannigfaltigkeit im endlichdimensionalen Vektorraum V, so ist dim M < dim Y. 


HU. Ist M eine lineare Mannigfaltigkeit im endlichdimensionalen Vektorraum V und ist dim M=dimV, 


so eilt M=V. 
It M=xo+W, so ist dim M = dim W< dim V, und aus dim M = dim W = dim V folgt 
W = V. Dan istabr M= x + W=x, + V,unddaxge ist, eilt M=V. 


3. DIMENSIONSBEZIEHUNGEN FÜR DEN DURCHSCHNITT 
UND DIE SUMME LINEARER MANNIGFALTIGKEITEN 


Sind M, und Mz lineare Mannigfaltigkeiten im endlichdimensionalen Vektorraum P, deren Durch- 


- schnitt nicht leer ist, so können wir mit einem’ Vektor x, € Mı N Mz schreiben: M, = xo + Wı 


und M; = x0 + W,. Nach $3, Nr. 5. Satz Il ist MN Ma = x + Wı N Wa, und wir erhälten: 
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TIL. Ist der Durchschnitt der beiden linearen Mannigfaltigkeiten M, und M, im endlichdimensionalen 
Vektorraum V nicht leer, so gilt für die Dimension der Schnittmannigfaltigkeit. 


dim (M, N M3) = dim (W, N W,). 


Dabei sind W, und W, die den Mannigfaltigkeiten. M, und Ser zugeordneten linearen Teilräume. Ins- 
besondere gilt also die Ungleichung 


dim (M, N M;) s min (dim M,, dim M,). 


Betrachten wir die von den Mannigfaitigkeiten Mı = x, + W, und M} = x2 + W, aufgespannte 
lineare Mannigfaltigkeit M; + M3, so ist der zugehörige lineare Teilraum nach $ 3, Nr. 6 der Raum 
LW, UMU {x _ x). Ist M, N M3 nicht leer, so ist nach $ 3, Nr. 6, Satz IH der. zu M, + M; 
gehörende Teilraum gleich W, + W,. Besitzen die beiden Mannigfaltigkeiten M, und M, aber 
keinen gemeinsamen Vektor, so ist der Vektor x, — x, linear unabhängig von den Vektoren aus 
W, + Wz. Dazu genügt es zu beweisen, daß x2 - xı € Wı + W ist. Wäre - neWı, + Wa, 
so gäbe. es einen Vektor y, € Wı und y, € W, so daß x, — xı = yı + y, ist. Dann wäre aber 
X+yı=%2— y,,unddaxı +y, EM; und x2 — y2 € M; ist, hätten die Mannigfaltigkeiten M, 
und M; einen gemeinsamen Vektor. Wir erhalten den folgenden Satz: 


IV. Sind M,, M; lineare Mannigfaltigkeiten des endlichdimensionalen Vektorraumes V und sind w, 1 
und W, die zugehörigen linearen Teilräume, so gilt 


dim (M, + M?7) = dim Wr Ww), 


“wenn M, und M; einen gemeinsamen Vektor besitzen, und es ist 


dim (M, + M2) = dim (Wı + W) +1, 
wenn. die beiden Mannigfaltigkeiien fremd sind: 


. Aus $6, Nr. 3, Satz IV und den soeben bewiesenen Sätzen Il und iv ‚erhalten wir die folgende 
Dimensionsbeziehung für lineare Mannigfaltigkeiten. 


'V. Sind M, und M3 lineare Mannigfaltigkeiten des endlichdimensionalen Vektorraumes V, die einen 


. gemeinsamen Vektor besitzen, so besteht zwischen den Dimensionen der Schnittmannigfaltigkeit. und 


der vn M, und M3 aufgespannten Mannigfaltigkeit die Beziehung 
 dim (M, N M>) + dim (M, + MD) = dim M, + dim M;. 


4.GEOMETRISCHE VERANSCHAULICHUNG. 


1°. Wir betrachten die in $3, Nr. 4, 1° angegebene Veranschaulichung der linearen Mannigfaltig- 
keiten des dreidimensionalen Vektorraumes R3 im dreidimensionalen Raum. Die Dimension einer 
Mannigfaltigkeit M des dreidimensionalen Vektorraumes R? ist 0, 1, 2 oder 3. 

Es sei Meine Mannigfaltigkeit der Dimension 0. Ist M= x0 + W, so ist dim W = 0, d.h. W = fo}. 


“Die Mannigfaltigkeit M.besteht also nur aus dem Vektor xo = (&9, &9, &9), und die zugeordnete 


ebene Menge des dreidimensionalen Raumes ist einpunktig: Po: &®, &0, £®. Die nulldimensio- 
nalen linearen Mannigfaltigkeiten des R? werden durch die Punkte des dreidimensionalen Raumes 
repräsentiert. 

Es sei M eine Mannigfaltigkeit der Dimension 1. Ist M= xo -- W, so ist dim W = 1; der Teil- 
raum W besteht aus allen Vielfachen eines festen Vektors y-. Die Mannigfaltigkeit'M besteht dann 
aus allen Vektoren z= x +&y (wE R). Ist x0 = (E9, &0, £®) und y = (N, 972, 73), so besteht . 
die M zugeordnete ebene Menge M des Raumes aus All Punkten P:EO +, PP +, 
ED 4 &.n3 (@ER). Die Menge | ist eine Gerade, die durch den Punkt Po: &®, £o, ED) geht und 


“deren Richtung durch das Zahlentripei n, , N2, N3 festgelegt ist. 
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Es sei M eine lineare Mannigfaltigkeit der Dimension 2. Ist M = xo + W, so ist dim W = 3; und 
es sei bi F y2} eine Basis von W. Die Mannigfaltigkeit M besteht dann aus allen Vektoren der Form 
2= %0 + &yı + 0292 (&1, 02ER). Ist x0= (EP, 9, EP), yı = a, nS®, 7), y2= m?, n?,n?), 
so besteht die M repräsentierende ebene. Menge m des Raumes aus allen Punkten 


P: Zu +0 NP 4a: 72, ED &ı nd +07 0, Em +0° en? +Oz: 72 (a &,€ R). 


Die Menge | ist eine Ebene, die durch den Punkt Po: &®, &0, &0 geht und deren Lage im Raum 


durch die beiden Zahlentripel nn; n®, 19, n% gegeben ist. 


Ist M schließlich eine lineare Mannigfaltigkeit der Dimension 3, so ist M = R°, und die M zu- 
geordnete ebene Menge M besteht aus allen Punkten des Raumes. 

Nach $3, Nr. 4 repräsentiert jeder Punkt, jede Gerade, jede Ebene des Raumes und der Bann 
selbst eine lineare Mannigfaltigkeit im .R?, die nach den obigen Überlegungen die Dimension 0, 1,2 
oder 3 besitzt. Dies ist eine Möglichkeit, geometrische Sachverhalte des Raumes in die Sprache der 


Vektorräume, speziell des Vektorraumes R?, zu übersetzen und dort „analytisch“ zu behandeln. _ 


"Der dargelegte Zusammenhang ist die Grundlage der analytischen Geometrie des Raumes. Die oben 
angegebenen Datstelluägen der Punkte P einer Geraden durch P, in der Form 


Pr ED Lan, EP +a nn, EP +a-n (XER) 


sowie der Punkte P einer Ebene durch ?, in der Form 


PD a een tan (Ar &2ER) 


heißen Parameterdarstellungen einer Geraden bzw. Ebene des Raumes. Als: Parameter dienen die 
Koeffizienten & bzw. &, , &s, die die Menge R der reellen Zahlen durchlaufen. i 

Aus den in Nr. 3 hergeleiteten Dimensionsbeziehungen wollen wir einige Schlüsse über den Schnitt 
ebener Mengen im Raum ziehen. Wir betrachten zwei zweidimensionale Mannigfaltigkeiten M,, Ma 
im R®. Ist Mı N M;leer, so ist dim (M} + M3) = dim (W, + W5) +1, und da dim (M, + M2) < 3 


ist, folgt dim (W, + W,) < 2. Aus dim M, = dim M; = 2 folgt aber dim W; = dim W, = 2. Damit 


ist dm (W%, + W) = 23, undes gilt W, = W, = Wı + WM. 


Besitzen die zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten M, und M, im R? keinen gemeinsamen Vektor, 


so stimmen ihre zugehörigen Vektorräume überein. Das bedeutet, daß die zugehörigen Ebenen M, 


und M, durch Verschiebung der gleichen Ebene aus dem Nullpunkt hervorgegangen, also parallel 


sind. Man nennt in diesem Fall auch die Mannigfaltigkeiten M,, und M; parallel. Wir nehmen nun an, 
daß die linearen Mannigfaltigkeiten M, und M; nicht parallel sind. Dann besitzen sie einen gemein- 
samen Vektor, und es gt 


dim (M, N M,) + dim (M, + M,) = dim M +dimM;=4, 


‚da 2<dim (M, + M,) <3 ist, folgt 2> dim (M, nM.)> >1. Ist dim (M, NM) = 2, so ist 
dim (M, N M;) = dim M, = dim M, und damit Mı NM; = M, = M;. In diesem Fall sind die 
Mannigfaltigkeiten M, und M; gleich. 


Zwei zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeiten im R? besitzen den gleichen linearen. Teilraum 
oder eine eindimensionale Schnittmannigfaltigkeit. 


Wir weisen darauf hin, daß wir beim Beweis dieses Satzes lediglich benutzt haben, daß der Vektor- 
raum R? die Dimension 3 besitzt. Der genannte Satz gilt also für jeden dreidimensionalen Vektor- 
raum. Für die Übertragung dieses Satzes auf die Ebenen des Raumes benutzen wir die früher be- 
schriebene Zuordnung zwischen den Mannigfaltigkeiten des R? und den ebenen Mengen des Raumes 
und erhalten: - 


Zwei Ebenen des Raumes sind parallel, gleich oder schneiden sich in einer Geraden. 


Die Untersuchung weiterer Schnittbeziehungen überlassen wir dem Leser. 
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5. AUFGABEN 


1. Man zeige: Zwei eindimensionale lineare Mannigfaltigkeiten eines zweidimensionalen Vektor- 
raumes besitzen den gleichen linearen Teilraum oder eine nulldimensionale Schnittmannigfaltigkeit. 


2. Mit Hilfe von $ 3, Nr. 7, Aufgabe 4 zeige man: Zwei Geraden in der Ebene sind parallel, gleich, 
oder sie besitzen genau einen Schnittpunkt. j 


3. Man diskutiere die Schnittmöglichkeiten einer -Mannigfaltigkeit der Dimension 1 mit einer 
Mannigfaltigkeit der Dimension 2 sowie zweier Mannigfaltigkeiten der Dimension 1 im R? und über- 
trage die genannten Sätze auf die Schnittverhältnisse der zugehörigen ebenen Mengen des Raumes. 


4. Man zeige: Zwei (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeiten eines n-dimensionalen Vektorraumes 
besitzen den gleichen zugehörigen Teilraum oder eine (r — 2)-dimensionale Schnittmannigfaltigkeit. „ 


‘  M.LINEARE ABBILDUNGEN. 
VON LINEAREN VEKTORRÄUMEN OHNE METRIK 


$8. LINEARE ABBILDUNGEN 


1: EINLEITUNG 


- Den Begriff der linearen Abbildung haben wir für endlichdimensionale Vektorräume 
in $5, Nr.3 kennengelernt. Der für die Anwendungen der Theorie der linearen 
Vektorräume überaus wichtige Zusammenhang. zwischen den Vektoren eines ab- 
strakten n-dimensionalen linearen Vektorraumes und ihren Koordinaten-n-tupein 
wird durch eine lineare Abbildung beschrieben. Diese lineare Abbildung gestattet 
einerseits die „analytische‘‘ Untersuchung der linearen Vektorräume und ermöglicht 
andererseits die Anwendung allgemeiner Sätze auf die, etwa in der Physik, durch 


reelle Zahlen gekennzeichneten Gegebenheiten. Hieraus lassen sich bereits deutliche . 


Hinweise auf die Bedeutung der linearen Abbildungen für die Theorie der linearen 
Vektorräume und ihre Anwendüngen gewinnen. In der Tat handelt es sich um einen 
zentralen Begriff unserer Theorie, der in allen folgenden Untersuchungen eine mehr 
. oder minder exponierte Rolle spielt. Mit Hilfe von linearen Abbildungen lassen sich 
nicht nur die Verhältnisse eines linearen Vektorraumes auf einen anderen übertragen 
oder gewisse Ähnlichkeiten zwischen verschiedenen gegebenen Vektorräumen fest- 
stellen, sondern darüber hinaus allgemeine Überlegungen für die Behandlung kon- 
kreter Probleme, wie z. B. der Frage nach den Lösungen eines linearen Gleichungs- 
systems, nutzbar machen. In diesem Paragraphen beschäftigen wir uns mit der ab- 
strakten Theorie der linearen Abbildungen, wobei wir nur für einige Sätze voraus- 
setzen, daß die betrachteten Vektorräume endlichdimensional sind. Die Spezialisie- 
rung auf endlichdimensionale Vektorräume und die Beschreibung der in diesem 
"Paragraphen behandelten Sachverhalte mit Hilfe von reellen Zahlen enthält der 
folgende Paragraph. In ihm werden die Grundlagen der Matrizenrechnung als An-- 
wendung der Ergebnisse dieses Paragraphen abgeleitet. Im $10 wird dann die Frage 
nach den Lösungen linearer Gleichungssysteme auf der Grundlage der beiden vorher- 
gehenden Paragraphen behandelt. 
Dem vorwiegend an den Anwendungen interessierten Leser sowie demjenigen 
Leser, dem die abstrakten Überlegungen dieses Paragraphen zunächst Schwierig- 
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keiten bereiten, empfehlen wir, die Darlegungen der beiden folgenden Paragraphen 
in das Studium der abstrakten Theorie der linearen Abbildungen einzubeziehen, .d. h. 


“ die $$ 8, 9 und 10 wechselweise in geeigneten Teilen zu lesen. 


2. LINEARE ABBILDUNGEN; BILD Sup: URBILD; KERN 


- Wir wiederholen zu Beginn die in $5, Nr. 3 gegebene Definition einer linearen Ab- 


bildung. 

Sind Y und V’ zwei beliebige lineare Vektorräume, so heißt eine Abbildung A, die 
jedem Vektor xe V einen Vektor x’ = A(x)e V’ zuordnet, linear, wenn sie folgende 
Eigenschaften besitzt: 

1. Für je zwei Vektoren x,yeV gilt 
Ax+y) = Aa) + AD; 

2. für jeden Vektor xe V und jede reelle Zahl x e R eilt: 
Aox) = aA(x). 


Der Vektor x = Aa)eV', den wir auch mit Ax bezeichnen werden, heißt das 


"Bild des Vektors x bei der Abbildung A. Der Vektor xeV heißt ein Urbild Aa, 


Vektors 7? = AxeV". 


Zur Erläuterung des Begriffs der linearen Abbildung betrachten wir einige Beispiele, wobei wir 
die sehr einfachen Beweise für die Linearität der angegebenen Abbildungen dem Leser als leichte 


"Übung überlassen. Die Beispiele schließen sich unmittelbar an die in $ 1, Nr. 3. genannten Beispiele 


an. - 


19. Es sei R? der Vektorraum der Paare («, 8) von reellen Zahlen, und sei der Vektorraum der 
komplexen Zahlen. Ordnen wir jedem Paar (,ß)e R? als Bild die komplexe Zahl & + Pie zu, so 
wird durch die Gleichung 


4A, =o+Pßi 
eine lineare Abbildung 4 von Ri in: 2 ‚definiert. 
2°, Es sei R? der Vektorraum der Tripel von a Zahlen. aan wird durch die Gleichung 
Alaı, 02, 3) = (61, %&) - 
eine lineare Abbildung A des Vektorraumes R? in den Vektorraum .R? definiert. 


3°, Ist R" der Vektorraum der »-tupel von reellen Zahlen und P der Vektorraum der Polynome in in 
einer Unbestimmten mit reellen Koeffizienten, so ist die Abbildung A, für die 


Alaı, Az, %) 0 + &zt ar Ede 
ist, eine lineare Abbildung von R”in P. 


4°.* Ist R" der Vektorraum der n-tupel von reellen Zahlen und 7 eine Permutation der Zahlen 
1,2, ..., n, so ist die Abbildine A, mit 


Arlı, &, Erg 9) s= Exrcıys Erca)s ... Er) : 
eine lineare Abbildung des Vektorraumes R" in sich. 4 
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50, Es sei RM) der Vektorraum der reeliwertigen Funktionen auf der Menge I und 9 eine Ab- 
bildung der Menge M auf die Menge M. Ist REM) der Vektorraum der ee Funktionen 


auf der Menge W, so wird durch 


4,8) (a) = xPla)) (EM, Pla)eM) 
eine lineare Abbildung von RM’) in ROM) definiert. 


6°.* Ist D,(&o, Bo) (r > 1) der Vektorraum der auf.dem abgeschlossenen Intervall [&o, Bo] defi- 
nierten und dort n-mal stetig differenzierbaren Funktionen, so ist die Differentiation 


. d. ; 
DfE) = — ft) =f'tt) B 
dt 2 
eine lineare Abbildung des Vektorraumes D,(&o, ßo) in den Vektorraum D,_1(&o Bo). « 
7°.* Wir betrachten abermals den linearen Vektorraum D,(&o, Bo). Die Integration 


[3 
I) = | FE) dr 


0 
ist eine lineare. Abbildung von D,(&o, Bo) in Du+1(&0 , Bo). x 


8°. Ist P, der Vektörraum der Polynome in einer Unbestimmten # mit reellen Koeffizienten, deren 
Grad kleiner als x ist, so erhalten wir eine lineare Abbildung D von P, in P,_ı und eine lineare Ab- 
bildung / von P, in Par durch die Gleichungen 


Dp = 0, +2: + +(n-1-a,_1"?, 
08 u 
Ip = &t + ze +4 ren 
Dabei ist p in der Form p = &6 + &ıt # -- + o,_1f”"! angenommen. 


Zu jedem Paar V, V’ von linearen Vektorräumen gibt es eine „triviale‘“ lineare 
Abbildung O, die jedem Vektor xeV den Nullvektor 0’ eV’ zuordnet, also-durch 
die Gleichung 


Oox =0o' (xeP) 5 | (1) 


definiert ist. Man spricht mitunter von der Nullabbildung des Vektorraumes Vi in den 


: Vektorraum V'. 


Es sei U < V eine beliebige Menge von. Vektoren des linearen Vektorraumes V/ 
und A eine lineare Abbildung von V in V’. Die Menge aller Bilder der Vektoren 
aus W bezeichnen wir mit AW. Es ist AX eine Menge von Vektoren aus Y’; ein Vektor 
x’ e V’ gehört zu dieser Menge, wenn er ein Urbild xe V besitzt, das der Menge X 
angehört. Die Menge AU heißt das Bild der Menge X bei der Abbildung A. 

Betrachten wir den Spezialfall Y = W, wobei W einen linearen Teilraum von V/ 
bezeichnet, so können wir folgenden Satz beweisen: 


L. Ist V ein Ineurer Vektorraum und A eine lineare Abbildung von Y in den linearen 
VektorraumV', so ist das Bild AW eines jeden linearen Teilraumes W von V ein linearer 
Teilraum von.V'. 
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Zum Beweis müssen wir zeigen: a) Sind x’, y’ beliebige Vektoren aus AW, so ist 
x + y’ ein Vektor aus AW; b) ist x’ ein beliebiger Vektor aus AW unda eR, so o gilt 
ax’ e AW; c) AW ist nicht leer. 

Zu a): Wenn x’ und y’ zu AW gehören, so bedeutet das, daß jeder dieser Vektoren 
ein Urbild im Teilraum W besitzt. Es gibt also ein xe W und:ein ye W, so daß 
x = Ax, y’ = Ay ist. Betrachten wir das Bild Az des Vektors z= x +yeW, so 
gilt wegen der-Linearität der Abbildung A 


Az=Ax+y)= AA+Ay=x+y. 


Der Vektor x’ + y’ ist also das Bild des Vektors z= x + ye W, und es ist x’ + y’ 
aus AW. 

Zu b): Zunächst gibt es einen Vektor xe W, der ein Urbild des Vektors x’ ist: 
x = Ax. Wir betrachten das Bild A(xx) des Vektors axe W. Dann gilt offenbar 
A(ox) = «Ax = ax’. Der Vektor ax eW ist a2 ein Urbild des Vektors «x’, und es 
istax’eAMW. 

Zu c): Ist W = {o} und Ao = z’ das Bild des Nullvektors, so gilt für jeden Vektor 
x eV die Gleichung 7’ = Ao = A(0x) = 04x = 0’ und damit A{o} = {0'). 


Eine lineare Abbildung A von V in V’ bildet den Nullvektor oe V auf den Nullvektor 
0’ = AoeV’ ab. 


Es ist 0° = Aoe AW, und damit ist Satz I bewiesen. 


Ist W = V, so folgt aus Satz I, daß das Bild AV des linearen Vektorraumes Y ein 
Teilraum des linearen Vektorraumes V’ ist. Den linearen Teilraum AV nennen wir 
auch kurz das Bild der Abbildung A. Ist AV = V’, so sagen wir: A ist eine lineare Ab- 
bildung von Y/ auf, V’, andernfalls sprechen wir von einer linearen Abbildung von V 
inV". 

Es sei nun X’ eine Menge von Vektoren aus V’. Dann bezeichnen wir mit 4-'W 
die Menge aller Urbilder der Vektoren x’ e W. Die Menge A"'W ist eine Menge von 
Vektoren aus V, und ein Vektor xe V gehört zu dieser Menge, wenn sein Bild 
x’ = Ax der Menge W angehört. Die Menge A-'X" heißt das ASCHE Urbild der 

Menge % bei der Abbildung A. 

Man beachte: Ist x’ ein Vektor aus V’ und X’ = {x}, so ist 4-'W = A-!{x’} eine Menge von 
Vektoren aus V, die im allgemeinen mehr als ein Element enthält. " 

Ist die Abbildung A umkehrbar eindeutig, d.h., ist Az} für jedes x’ € AV eine einelementige 


Menge: A-1{x’} = {x}, so können wir von dem Urbild x des Vektors x € AV bei der ae A 
sprechen. 


Betrachten wir. den Spezialfall X’ = W’, wobei W’ einen linearen Teilraum yon v. 
bezeichnet, so gilt.das folgende Analogon zum Satz I: 


I. /st V ein linearer Vektorraum und A eine lineare Abbildung von V in den linearen 
Vektorraum V’, so ist das vollständige Urbild A” "W’ eines jeden linearen Teilraumes W’ 
von V' ein linearer Teilraum von V 
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"Wir zeigen wie beim Beweis von Satz I: a) Sind x, y beliebige Vektoren aus A-1W”, 
so ist auch x + yeA"'W’; b) ist x ein beliebiger Vektor aus A-!W’ und«aeR, so 
istaxe A-'W';c) AT'W' ist nicht leer. 

Zu a): Die. Vektoren x, y liegen genau dann im vollständigen Urbild von W’, wenn 
AxeW'und AyeW" ist. Da A eine lineare Abbildung ist, gilt A(x + y) = Ax + Ay 
und Ax + Aye W'. Damit itx +yeA-!W". 

Zu b): Zunächst ist Ax e W’, und folglich ist 2 = #Ax ebenfalls aus W’. Dann 
ist aber axe A-!W'. 

Zu c): Aus Ao = 0’ e W’ folgt oe A"'W’ und damit die Behauptung. 


Ist W' = {o'}, so ist A”!1W’ ein linearer Teilraum von V, der aus allen und nur 
den Vektoren besteht, die auf den Nullvektor von V’ abgebildet werden. DE Teil- 
raum A”1{0’} heißt der Kern der linearen Abbildung A. 

« Wir betrachten den anderen Extremfall W' = V’. Dann besteht 4! v' aus allen 
Vektoren aus V; deren Bild bei der Abbildung A dem Vektorraum V’ und 
da dies für alle Vektoren aus V gilt, ist A!V’=V. 


Wir untersuchen einige der oben angegebenen Beispiele. 


9°. Die lineare Abbildung A von R? in 2 aus 1° ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung des 
- Vektorraumes R? auf den Vektorraum 2. Es ist also AR? = 2 und 4710 + 0} = {(0, O)}. 


-10°. Die in 2° definierte lineare Abbildung A von R? in.R? ist eine lineare Abbildung von R? auf 
R?. Es ist AR? = R?. Ein Tripel (0; , &2, &3) € R? wird durch A dann und nur dann auf den Null- 
vektor (0, 0) € R? abgebildet, wenn &, = a, = 0 ist. Der Kern 4” 1{(0, 0)} der Abbildung A besteht 
‚also aus allen und nur den Tripeln der Form (0, 0, &3). Es ist A-*{(0, 0} = L({(0, 0, DD». 


. 11°. Die in 3° definierte lineare Abbildung A von R" in P ist umkehrbar eindeutig. Für den Kern 
von A gilt A-!{o} = {(0, 0, . ı a o.das Nullpolynom von P bezeichnet. Für das Bild der 
‚Abbildung A erhalten wir AR = 


12°.* Die in 4° definierte lineare Abbildung ist eine unbe eindeutige lineare Abbildung von 
R" aufsich: A,R" = R" und 45!(0, 0, ..; 0} = {(0,0, ..,0}., 


 *Zum Abschluß dieses Abschnitts bestimmen wir das vollständige Urbild einer einelementigen 
Menge W = {x} = V’ beieiner linearen Abbildung A von Vin V’ und beweisen:!) 


IL. Das vollständige Urbild M,, = Ur } einer einelementigen Teilmenge von AV ist eine Uneüre 
Mannigfaltigkeit in V, und es gilt M, = xo A A 40’). Ust x’ eV’ undx' &AV, so ist Ar) die 
leere Mense) 

Ist x’ € AV, so gibt es einen Vektor xe€ V, für den Ax = x’ gilt, die Menge A” Ux' } ist also nicht 
leer. Sind x,, 7) Vektoren aus A Ar’ }und &ı, &n zwei reelle Zahlen mit der Eigenschafta, +0, = 1, 
so gilt : 

AlaıXı + 8282) = Alaırı) + A222) =a1(Ax) + azldxz) = ax + 02x 


(ta) =r. 


3) Der Beweis von Satz II beruht auf $ 3, Nr. 3 und 5. Satz II ce in 8 10, Nr. 4, Satz VI seine 
Anwendung und kann bis dahin zurückgestellt werden. 
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Das bedeutet aber a1xı + a2x2 € A!{x’}, und 4!{x’} = M, ‚ ist eine lineare Mannigfaltigkeit in V. 

It My=xo+W, so gilt für sr Blement.x=x, +yeM, die Gleichung Ax = Alıo +») 

— An + Ay,und da Ax = Axo = x’ ist, folgt Ay = 0’ oder W< 40). Ist umgekehrt y € A"!{o'}, 

so gilt Axo +y) = An + AM = era = x’ und folglich xo + P€ M,. oder ye W. Damit ist unsere 
Behauptung bewiesen. „ s 


3.DER LINEARE VEKTORRAUM /(V, V'); 
DIE ADDITION LINBEARER ABBILDUNGEN 
UND IHRE MULTIPLIKATION MIT REELLEN ZAHLEN. 


Es seien V und. V’ zwei gegebene lineare Vektorräume. Die Menge aller linearen Ab- 
bildungen des Vektorraumes V in den Vektorraum V’ bezeichnen wir mit Z(V; V’). 
In der Menge s/(V, V’) können wir eine Addition der linearen Abbildungen sowie 
eine Multiplikation der linearen Abbildungen mit reellen Zahlen erklären. Die Menge 
S/(V, V’) wird dabei selbst ein linearer Vektorraum. v 

Dazu fassen wir die Abbildung A als „Funktion“ mit dem Definitionsbereich V 
"und dem Wertebereich AV auf, der im Unterschied zu dem in $ 1, Nr. 3, 4° betrach- 
teten Fall nicht mehr die Menge der reellen Zahlen, sondern wiederum ein Vektor- 
raum ist. Berücksichtigt man, daß die Menge der reellen Zahlen selbst ein linearer 
Vektorraum ist ($1, Nr. 3, 1°), so handelt es ‚sich hier um eine Verallgemeinerung 
von $1, Nr. 3, 4°. Die Definitionsgleichungen aus N 1, Nr. 3, 4° übertragen wir sinn- 
gemäß auf.den hier zu untersuchenden Fall. Es seien A, und A, lineare Abbildungen 
von V in V’. Wir definieren eine neue Abbildung A von V in V’ durch die Definitions- 
gleichung 

»Ax = Aır + Ayx fürjedesreV. (2) 
Def, ; 

Das Bild des Vektors x € V bei der Abbildung A ist also die Summe der Bilder von x 
bei den Abbildungen A, und A,. Der Vektor A,x + Azx = Ax istaus V’, und A ist 
eine Abbildung von V in V’. Wir müssen noch zeigen, daß A eine lineare Abbildung 
ist. Für zwei Vektoren x und yeP gilt 


A(x +»: — Au“ +») + Az(x +») = Aıx + Ay + ne + Ary 
= (Aıx + A2x) + (Aıy + A2y) = Ax + Ay. 


Damit ist die Eigenschaft 1 einer linearen Abbildung nachgewiesen, und entsprechend 
beweisen wir auch die Eigenschaft 2: Itxe und « eine reelle Zahl, so gilt 


Alax) = Aılax) + Aylax) = be + 0A,x = a(AıX + A2x) = aAx. 


Die durch die Gleichung (2) definierte lineare Abbildung A von V in V’ bezeichnen 
wir mit Aı + A,, so daß wir die Gleichung (2) in der Form 


(Aı + A2)x = Aıx+ Ar (xeV) 2) 
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schreiben können. Die lineare Abbildung A = A, + A, heißt die Summe der linearen 
Abbildungen A, und A,. 

Die „Multiplikation einer linearen Abbildung mit einer reellen Zahl“ definieren 
wir wie folgt: 


Ist A, e /(V, V’) und &, € R, so betrachten wir die durch 
Ax = a,(dıxX) fürjedssxeV/ (3) 


Def. 


definierte Abbildung A, die jedem Vektor xe V den Vektor «(A » e Y’ zuordnet. 
Damit ist A eine Abbildung von V in V’, und wir beweisen ihre Linearität. Sind x 
und y zwei Vektoren aus V, so gilt 


Alx +9) = arldıle + 9)) = arldıx + Aıy) = (AR) + a,(Aıy) 
= Ax + Ay. 
Ist xe ‚V und & eine beliebige reelle Zahl, so gilt 
Ada) = a,(A,(ax)) = &1laAıX) = (a1 0) (A1%) 
= (0 0,) (AıxX) = a(a,(Aıx)) = aAx. 


Die durch die Gleichung (3) definierte lineare Abbildung A von V in V” bezeichnen 
_ wir mit & ıdı. Die Gleichung (3) können wir gannı in der Form 


(A)x z &(AıX) (xePV) ya | (3') 


schreiben. Die lineare Abbildung A heißt das EIKE der Abbildung A, mit der 
reellen Zahl o,. 

In der Menge A(V, V’) aller linearen Abbildungen des Vektorraumes V in den 
Vektorraum V’ haben wir eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen 
erklärt. Wir weisen nach, daß /(V, V’) ein linearer Vektorraum ist: 


1a) Für die Addition von linearen Abbildungen gilt das assoziative Gesetz. Es seien 


A,;, A,:und A; lineare AnbNEDnBe von Vin V’ und x ein beliebiger Vektor aus V. 


Dann ist j 
((A, + Az) + As) x = (Aı + A,)x + Ası = AR + AzX) + Asx 
er ‚= Ayx + (Asx + As) = Ay + (Ar + Ay)ı 
= (Aı + (Az + As))x.. 
Die Abbildungen (A, + Az) + As und A, + (A „+ 4;) sind gleich, da sie für alle 


Vektoren x aus ihrem nenn onaber el Vv übereinstimmen. De assoziative Ge- 
setz der Addition ist bewiesen. 


1b) Für die Addition von linearen Abbildungen gilt das kommutative Gesetz. Sind 
 A,, A, zwei beliebige lineare Abbildungen von V in V’ und ist x ein: Vektor aus P, 
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so gilt (A, + A.) x. = AıXr + des = Ar + Aıx = (4, + A x. Aus dieser Glei- 
chung folgt das kommutative Gesetz der Addition von linearen Abbildungen. 


lc) In der Menge S(V, V’) der linearen Abbildungen von V in V' gibt es ein Null- 
element O. Es sei O die durch die Definitionsgleichung (1) gegebene. Nullabbildung 
von V in V’, die jedem Vektor x e V den Nullvektor 0’ e V’ als Bild zuordnet. 

Man zeigt leicht, daß diese Abbildung linear ist. Es ist O e (V, V’), und für jedes 
AESL(V,V') gilt (A+ O)x = Axr+ Ox=Axr+o' = Ax. Da x ein beliebiger 
Vektor aus V ist, folgt A + O = A für jedes Ae/(V, V'). 


1d) Zu jeder linearen Abbildung A von V in V’ gibt es eine Nesanıe, Wir definieren 
CNE=-A) Ben, | | .@ 
f. 


De 


und man überzeugt sich leicht, daß mit A ach (- Me eine lineare Abbildung von Y 
in V’ ist. Für jeden Vektor ve PV gilt 


(A +(-A)x = dx + (-A)x = Ax — (Ax) = 0 eo Ox. 
Daraus folgt A + (-A) = 


2a) Sind a, ße R und ist Ae /(V, V’) eine lineare Abbildung von V in V’, so ist 
für jeden Vektor xe A 


[s(ßA)] x = »[(BA) x] = - [BAR] = (a :P).(A4x) = [& 9) Als, 
und es gilt das assoziative Gesetz der Multiplikation «(BA) = (&: ß) A. 
2b) Ist 4e AD, Y’) beliebig, so gilt für jedes xeVdie Gleichung 
(14) x = (4x) = Ax, | I 
und es ist 14=A. 


3a) Es sei & eine reelle Zahl, A,, A, seien lineare Abbildungen v von VinV',undx 
sei ein beliebiger Vektor aus V. Dann ist 


la(Ar + Az)]x = olld: + A.) x] = alAıx + Asxl 
(AıX) + (Azx) = (aAı)x + (aAz)x 
[xAı +42] x. 


jj 


Es gilt das erste distributive Gesetz: o(Aı + Az) = 0Aı + &A,. 
3b) Sind a, $ reelle Zahlen und ist Ae B7 V,V'), so gilt für jeden Vektor xeV 
I + BA]x = (& + B) (Ax) = a(4x) + B(Ax) | 
= (A) x + (PA) x = [aA) + BA x. 
Daraus folgt das zweite distributive Gesetz: (x + 2) A=oA+ BA. 


| 
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Unsere Überlegungen fassen wir in folgendem Satz zusammen: 


IV. Die Menge (V, v’) aller linearen Abbildungen eines linearen Vektorraumes V 


in einen linearen Vektorraum V' ist selbst ein linearer Vektorraum bezüglich der durch 


(A, +A)x = A,xX + Aox (xe V) 
Def. i 


definierten Addition und der durch 
(&4) “ = 0) (xeV) 


definierten ulpikaion mit einer rel Zahl. 


4. DIE MULTIPLIKATION LINEARER ABBILDUNGEN; 
DIE INVERSE - 


Wir erklären nun eine "Multiplikation für lineare Abbildungen. Es seien V, V’ und 


"Vı, Vi’ lineare Vektorräume. Wir betrachten eine lineare Abbildung A von V in Y’ 


und eine lineare Abbildung A; von V; in V,’. Das Bild AV der Abbildung A ist ein 
Teilraum des Vektorraumes V'. Nehmen wir an, daß V, ebenfalls ein Teilraum von 
V' ist, der überdies das Bild AV der Abbildung 4 enthält, AV = Vi = V’, so ist die 
Abbildung A, auf den Vektoren aus AV erklärt, und wir erhalten eine Abbildung Aı 
von V in V7', wenn wir jedem Vektor xe V den Vektor Al(Ax) eV!’ zuordnen: 


A = : AylAx) für jedesxeV. (5) 


Wir sagen; die REEER A, sei als „Nacheinanderausführung“ der Abbildungen. ‘A 
und A7 erklärt, wobei zuerst A ausgeführt und dann die ANNE Ai auf das Bild 
der Abbildung A angewandt wird. 
Die Abbildung A, ist eine lineare Abbildung von V in Y,’. Wir bezeichnen sie mit 
AYA und sprechen von dem Produkt der Abbildung A mit der Abbildung . Ai. Für das 
Produkt zweier Abbildungen gilt also die Gleichung 


(4A)x = Ay(Ax) (eV). sy 


Wir weisen besonders darauf hin, daß das Produkt zweier linearer Abbildungen nur dann erklärt 
ist, wenn das Bild AV der Abbildung A im. „‚Definitionsbereich“ Y} der Abbildung A, enthalten ist. 
Ist das Produkt A} 4a der Abbildungen A und 4; erklärt, so ist das Produkt Ai im allgemeinen 
nicht erklärt. ; 


Die oben: behauptete Linearität der Abbildung Ay: = A14 ergibt sich unmittelbar 


aus den folgenden Gleichungen: 
Ayz + 9) = Auldlx + 1 = Aildx + Ayl = AilAa) + Aula) 
= Aı,x +A,), ” - 
Aılax) = A,[A(ox)] = Ayla(Ax)] = alAd ‚(An = ER 


6 .Boseck 
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Ist der Definitionsbereich Y| der Abbildung A, gleich V’, so erhalten wir: 


V.Ist Aes/(V,V’) eine lineare Abbildung von V in V’ und A'’es{(V’',V"') eine 
lineare Abbildung von V’ in V", so ist das Produkt A'A erklärt und eine lineare Ab- 
bildung von V nV". AAeA(V,V"). 


“ Betrachten wir noch einen weiteren linearen Vektorraum V’””’ und eine lineare Ab- 
bildung A’ e 4(V”, V'"), so ist das Produkt 4''(4’A) erklärt, denn A’A ist eine 
lineare Abbildung von V in V”’, auf deren Bild die Abbildung 4’ angewandt werden 
kann. Als Ergebnis erhalten wir die lineare Abbildung A'(A’A). Betrachten wir 
aber zunächst nur die linearen Vektorräume V’, V’ und F”" sowie die linearen Ab- 
bildungen A’ und 4” von V’ in V” bzw. von V’' in. V’”, so können wir das Produkt 
A"A’ bilden und erhalten eine lineare Abbildung von V’ in V’". Diese lineare Ab- 
bildung können wir auf das Ergebnis der linearen Abbildung A von V in V’ anwenden 
und erhalten die Abbildung (4"A') A. Wir stellen fest: = 


‚ VL Sind V, V', V" und V'” beliebige lineare Vektorräume und sind A e EV, V'), 
A'’ESI/V',V”), 4" es/(V”', V"') lineare Abbildungen von V in V', vonV' in V’' und 
von V" in V'", so existieren die Produkte. A’(4'A) und (A’’A’) A, und es gilt das 
assoziative Gesetz 


AA) = (AA) A. = | a (o 


Wir brauchen nur die Gleichung (6) zu beweisen und betrachten dazu einen be- 
liebigen Vektor xe V. Berücksichtigen wir die Definition der Multiplikation linearer 
Abbildungen als. Nacheinanderausführung, so erhalten wir die Gleichungen 


[4”’(4’A)]x = 4"((4'A) x) = A"(A/(Ax)) 
[(4’4) Alx = (4"4) (Ax) = 4"(A’(Ax)). 


un 


Aus diesen beiden Gleichungen folgt die Behauptung. 


*In Analogie zu den in $ 1, Nr. 4 und 5 für die Addition in linearen Vektorräumen durchgeführten 
Überlegungen können wir das Produkt von r linearen Abbildungen definieren und das verallgemei- 
nerte assoziative Gesetz der Multiplikation beweisen. Das verallgemeinerte assoziative Gesetz der 
Multiplikation besagt, daß man in einem Produkt von r linearen Abbildungen in beliebiger Weise 
Klammern setzen und weglassen darf. Bei der Durchführung der Beweise, die wir dem Leser als 
Übung überlassen, ist darauf zu achten, daß man die Reihenfolge linearer Abbildungen nicht ver- 
tauschen darf. , : - ee 


Da für die Multiplikation linearer Abbildungen das assoziative Gesetz gilt, ist es 
üblich, die Klammern in einem Produkt von linearen Abbildungen fortzulassen. 

In Nr. 2 haben wir festgestellt, daß das vollständige Urbild A"!{x’} eines Vektors 
x’ eAV eine einelementige Menge {x} < V ist, wenn die lineare Abbildung 4 von V 
in V’ umkehrbar eindeutig ist. In diesem Fall erhalten wir eine Abbildung von AV 


d 
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in V, wenn wir jedem Vektor x’ € AV sein Urbild x e V. zuordnen. Diese Abbildung 
bezeichnen wir mit A”! und erhalten folgende Definitionsgleichung: 
Ar = x, wenn A’'{x’} = {x} gilt. (N 
Def. 
Jeder umkehrbar eindeutigen linearen Abbildung von Y in V’ entspricht eine Ab- 
bildung 4"! von AV in V, die wir die zu A inverse Abbildung oder 'Umkehrabbildung 
oder auch kurz die /nverse nennen. Wir beweisen: 


. VI Ist 4 eine umkehrbar eindeutige lineare Abbildung von V in V’, so ist die durch 
(7) definierte inverse Abbildung A=' von AV auf V ebenfalls linear. Das Produkt 
A714 ist erklärt, und für jeden Vektor xeV gilt. 


(A'M)xr=x. 


"Zunächst betrachten wir zwei Vektoren x’, y’ aus AV. Dann gibt es zwei wohl- 
bestimmte Vektoren x und y aus V, so daß Ax = x’ und Ay = y’ ist, und es gilt - 
Ax+y)=x+y.Dasheißt {er +y}= Aw +y}unde+y= Aw Hy). 
Nach Voraussetzung ist aber {x} = A=!{x’} und {p} = 4°'{y'} und folglich 
x=A'n,y=Arty odr AYxX +y)=Atx + A'y.ItxveAVundoeR, 
so. sei x das Urbild von x’ in V; dann gilt Ax = x’ und A(ax) = ax’. Damit ist 
{x} = A'{x'} und {ax} = Ar'{ax’} oder x= A’'x’ und ax = A”\(ax’),. d.h. 

ANax) = (AT). 

Das Bild AV der linearen Abbildung 4 ist dee Definitionsbereich der Abbildung 
At, und folglich: ist das Produkt 4”! erklärt. Ist x ein beliebiger Vektor. aus V/ 
und x’ = Ax sein Bild in AV, so alt x= A'x und damit x = A7!(Ax) oder 
x= (AAN). 

Eine umkehrbar eindeutige lineare Abbildung eines Vektorraumes V in einen 
Vektorraum V’ nennen wir auch eine reguläre lineare. Abbildung. 

Eine reguläre lineare Abbildung eines linearen Vektorraumes V auf einen linearen . 
Vektorraum Y’ haben wir in $5, Nr. 3 einen Isomorphismus von V auf V' genannt. 


Wir betrachten abermals einige Beispiele: 


13°. Die in 1° angegebene lineare Abbildung A von R? in. ist nach 9° eine inkehrbet eindeutige 
Abbildung von .R? auf Q, sie besitzt also eine Inverse .4-!, und 4"! ist eine lineare Abbildung von 2 
auf R?. Die Abbildung 4°" wird durch die Gleichung 4"1(& + fi) = (a, f) gegeben. 


14°. Betrachten wir die in 2° angegebene lineare Abbildung A von R? in R? und bezeichnen die 
obige lineare Abbildung von R?'in. Q mit A,, so ist AR? = R?, und das Produkt A,4 ist erklärt. 
Dieses Produkt wird durch die Gleichung A 14(&ı ,&2, &)) = &ı + &2i gegeben. 


15°. Essei A diein 3° definierte lineare Abbildung von R"in Pund D die in 8° definierte Abbildung 
von P,„in P,_ı. Nach 11° ist AR" = P,, und das-Produkt DA ist definiert. Es wird durch die Glei- 
chung 
DA((& , 823 0) = 02 + 2-4 + (m — 1) 08”? 
6r 


68 IE. Lineare Abbildungen von linearen Vektorräumen ohne Metrik 


„gegeben. Bezeichnen wir mit A, die der linearen Abbildung A von 3° entsprechende lineare Abbildung 
von R""! in P, so ist A,R”"! = P,_i, und da A, eine umkehrbar eindeutige Abbildung ist, existiert 
eine Inverse A, und AT! ist eine Abbildung von P,_, in R”-!, die durch die Gleichung 

Ay (Bo + Bit + + Burat") = (dos Bas ie Pn-2) 


gegeben ist. Betrachten wir die lineare Abbildung DA, so ist DAR" = Pı-ı = Au R"!, und: folg- 
lich ist das Produkt 4) (DA) definiert. Dabei handelt es sich um eine Abbildung von R" in R"=!, 
was wir uns folgendermaßen graphisch veranschaulichen: 


A D Art 
R"— PB — Pu — Rt. 


Die lineare Abbildung A] DA wird durch die folgende Gleichung gegeben: 
(4}'DA) ((&; Rz %u)) Er (&2, 2 "%3> .... (n Fer D 5 An). 


16°.* Ist A, die in 49 definierte umkehrbar eindeutige lineare Abbildung von R" auf sich, 'so gilt 
Az = Ay.-ı. Dabei bezeichnet zz”! diejenige Permutation der Zahlen 1,2, ..., n, die die gegebene 
Permutation zı rückgängig macht (vgl. auch $13, Nr.2)., 


17°.* Wir betrachten die in 6° definierte lineare Abbildung D auf dem Vektorraum D,(&o, Bo). 
Da n eine beliebige ganze Zahl war, können wir die entsprechende Abbildung auf den Vektorräumen 
D,_1(&o, Bo) + Di(&o> Bo) definieren, die wir ebenfalls mit D bezeichnen. Wir bilden das Produkt 
D’=DD.--D für 0O<v<n als lineare Abbildung auf. dem Vektorraum D,(&o, Po), wobei wir 
a B 
beachten, daß die Abbildungen D in diesem Produkt auf verschiedenen Vektorräumen definiert 
sind: Die an der i-ten Stelle stehende Abbildung D ist eine lineare Abbildung von D,_,4(&o, Bo) in 
D,-,ri-1(&%0> ßo)- Definieren wir noch D® durch die Gleichung DPf\ ft (t)für jedes f(r) € D,(&o, Bo), 
so ist D’ für v —.0, 1, ..., n eine lineare Abbildung von D,(&o, Bo) in D,_,(&o, Bo). Es ist 


D’f() - ro) - ro). 


Das Differenzieren reeller Funktionen läßt sich auf diese. Weise durch lineare Abbildungen be- 
schreiben. „ 


18°, Es sei D die in 8 erklärte lineare Abbildung von P, in £,_ı. Da P;_, ein linearer Teilraunı 
vön P, ist, können wir. D als lineare Abbildung von ?, in sich’auffassen und die Potenzen D” für 
v=1,2,.. bilden. Es gilt D’ = O, wenn O die Nullabbildung bezeichnet. 


5.DER RANG UND DER DEFEKT LINEARER ABBILDUNGEN 


Beschränken wir uns auf die Betrachtung eudliehiimensionaler linearer Vektor- 
räume, so lassen sich die bisherigen Überlegungen durch eine Reihe wichtiger Sätze 
ergänzen. 

Wir beweisen zunächst den Satz 


VII. Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und A eine lineare Abbildung von 
VinV’,so ist das Bild AV ein endlichdimensionaler Teilraum von V', und es gilt 


dim AV < dimV. . 


Steht in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen, so ist die Abbildung A regulär. 
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Es sei ® = {x;,....,x,} eine Basis des linearen Vektorraumes V. Das Bild von ® 
ist eine Teilmenge AB = {Ax,, ..., Ax,} von AV, und wir beweisen AV = L(A4B). 
Der Vektorraum AV ist endlich erzeugbar und folglich ein endlichdimensionaler Vek- 
torraum. Überdies enthält das Brzeugendensysten: AB eine ' Basis B von AV, und 
esistn’ = dm AV sn=dimV. 

Der erste Teil von Satz VIII ist. bewiesen, wenn wir zeigen, daß AV = L(48) ist. 
Da AV ein linearer Vektorraum ist und AB = AV gilt, folgt L(AB) s AV, und es’ 
. bleibt die Umkehrung zu beweisen. 

Ist x’ ein beliebiger Vektor aus AV, so gibt es ein Urbild x in V: x’ = Ax. DaB 
eine Basis von V ist, gibt es reelle Zahlen «,, ..., &n, So daB x = ar + + Op 
ist. Dann gilt aber x’ = Ax = : Alızı + + + %,%,), und aus. der Linearität der Ab- 
bildung 4A folgt 


Aaırı Ft mn) = RA) + + nlArn)- 


Es ist also x’ e L(AB) und damit AV = L(A48). 

Ist nun dim AV = dim V, so sind die Vektoren Axı, Axz, ..., Ax, linear unab- 
hängig, und AB = % ist eine Basis von AV. Zu jedem Vektor x’ ec AV gibt es n 
wohlbestimmte reelle Zahlen Pi: --- > Pa; so daß 


x = Bı(Ax;) rer BulAx) 


‚ist. Es sei ve A!{x’} ein Urbild von x und x = ar, + + %,%,, dann ist. 
x = Ax = 0,(AXı) + + 0,(4x,), und da.A®B = {Ax,, ..., Ax,} eine Basis von 
AV ist, gilt &, = Pr; ..-, &n = Pu: Die Urbildmenge A-1{x’} ist einelementig, und. 
die Abbildung A ist folglich regulär. i 


Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und A eine lineare Abbildung von V 
in V’, so nennt man die Dimension des Bildes von A den Rang der Abbildung A: 

r(A) = dim AV. i E 8 

Def. j z 

VIII’. Der Rang einer linearen Abbildung A des endlichdimensionalen Vektor- 
raumes V in den linearen Vektorraum V’ ist stets kleiner oder gleich der Dimension 
ihres Definitionsbereiches V, und die lineare Abbildung A ist genau dann regulär, wenn 
r(A) = dim P ist. 


Es bleibt lediglich zu beweisen, daß für eine reguläre Abbildung din AV = dim V 
gilt; die übrigen Aussagen folgen unmittelbar aus dem Satz VII und der Definitions- 
gleichung (8). 

Wir beweisen den Satz 


. IX. Eine lineare Abbildung A des endlichdimensionalen Vektorraumes V in den line- 
. aren Vektorraum V' ist genau dann regulär, wenn die Bilder Ax,, AXs, ..., Ax, der 
Basisvektoren x,,X2, ..., x, einer Basis ® von V eine Basis ®’ von AV bilden. 
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* Die eine Richtung auch dieses Satzes haben wir bereits beim Beweis von Satz VII 
erhalten. Es genügt zu zeigen: 


Ist A regulär und®® eine Basis von V, so ist ® = {Axı,..., Ax,} eine Basis von AV. 
Zunächst ist B’ ein Erzeugendensystem von AV. Betrachten wir die Gleichung 
alAxrı) + + onlAxn) = 0° | 


im Vektorraum AV, so können wir die linke Seite wegen der Linearität der Ab- 
bildung A umformen und erhalten. 


Aut tn): 9. 


Da die Abbildung A als regulär vorausgesetzt war, besitzt jeder Vektor aus AV genau . 
ein Urbild, und das Urbild des Nullvektors 0’ von AV ist der Nullvektor oe V. Aus 
(9) folgt also 


KıXı +++ Sky = 0 


und hieraus &, = --- = &, = 0,.da {x,, ..., 2} = ® eine Basis von V war. Die Vek- 
toren Ax,, AXa, ..., Ax, sind linear unabhängig und bilden eine Basis von AV. 

. Ist V ein endlichdimensionaler linearer Vektorraum und A eine lineare Abbildung 
von V in V’, so ist der Kern W, = A-!{0'} der Abbildung A ein linearer Teilraum 
von V, und seine Dimension heißt der Defekt der Abbildung A: 


dA) = = - dim A” or). = (10) 


Zwischen dem Defekt und dem Rang einer linearen Abbildung besteht Be 
wichtige Zusammenhang: 


X. Ist V ein. endlichdimensionaler Vekiorraum und A eine lineare Abbildung von: V 
in den linearen Vektorraum V’, so gilt 


d(4) + r(A) = dim V. | (1 


Es sei W, = A”"{0'} der Kern der Abbildung A. Dann ist W, ein Teilraum von V, 
und ®, = {x ..., Xa} sei eine Basis von W,. Nach $ 4, Nr. 4, Satz VIII lassen sich 
die Vektoren x,,....,x, zu einer Basis B = {x,, ..., Xu, Karıs «-,%.} von V eI- 
gänzen. Betrachten wir die as AB = {Ax,, ..., AXa, AXarı, +, ARnh, SO ist 
nach ‚Voraussetzung Axı = = Axy = 0". Die Menge {Axy; 1; -.., Au} = © ist 
ein Erzeugendensystem von AV, und es genügt zu zeigen, daß diese Vektoren linear 
unabhängig sind. Es seir=n-d und a,(Axısı) + +0, (AXaı,) = 0; dann 
folgt aus der Linearität der Abbildung A 


AaıXarı + + Karen) = 0° 


und damit a1X%4ı +" + Kar e A”!{0'} = Wo. Infolgedessen läßt sich dieser 
Vektor als Linearkombination der Vektoren x,, ..., x, schreiben, die eine Basis von. 
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W, bilden: &,Xa4ı + + Kar = BıXı + + Para. Es gilt also 
Yırı + + Yaa + YarıXarı rtetym=o. 


mit yı= Bis 2, Ya Bas Yarı = &s + Yun = &,. Aus der linearen Unab- 


hängigkeit der Vektoren x,, .:., m folgtyı =" = Ya = Yarı =." = y, = 0. Dann 
ist auch, = -- = a, = 0, und die Vektoren Ax,;ı, ..., 4x, sınd linear unabhängig. 


Es it dm AV =r(A=rundr+d=n. 


6.*DER FAKTORRAUM 


Wir betrachten zwei lineare Vektorräume V und YV’ und eine lineare Abbildung 4 von V in Y'. Es 
sei Wu = A"1{0’} der Kern der Abbildung A und Y/Wo die Menge der verschiedenen linearen 
Manmnigfaltigkeiten M = x + W, in V, deren zugehöriger Vektorraum der Teilraum Wo von Vist. 
Die Abbildung A, die jeder linearen Mannigfaltigkeit M = x -+ W,€ V/W, den Vektor x’ = Ar 
aus V’ zuordnet, ist eine umkehrbar eindeutige Abbildung von Y/ er auf AV. Zum Beweis bemerken 
wir: Die Abbildung Ä ist durch die Gleichung i 
AM)= Äx+Wo) = Ax 12) 
ö Def. i 
definiert. Diese Definitionsgleichung ist sinnvoll, denn aus + W =y+ Ws folgt die Existenz 
eines DE W, mity=x+ 20, und es ist Ay = Alx + 20) = Ar + Azo = Ax+0'=Ax.Dayein 
beliebiger Vektor aus M sein kann, gilt sogar {A(M)} = AM. Ist x’ € AV beliebig, so ist nach Satz II 
M,=x+ WM = Ar) eine Mannigfaltigkeit aus -Y/Wo, € es gilt {x nn = [Ax} = AM,. Daraus 
folgt insbesondere: Ist x] = x,, so ist auch M,, = A'{x1} = 4"'{x2} = 
In der Menge Y/W, definieren. wir eine Addition und eine ee mit einer reellen Zahl 
derart, daß V/W, ein linearer Vektorraum und 4eine lineare Abbildung von Y/W, auf AV wird.!) 


Es seien M, und Ma, lineare Mannipfaltigkeiten aus der Menge V/W,. Mit M, + M;z bezeichnen 
wir die Menge aller Vekrafen yeV, die sich in der Form y=yı + >» mit yı €Mı und y2 EM, 
schreiben lassen. 


It M,=xı+ W und M,=x, + MW, so it Mı+ Ma =, + 22)+ Wo. 

Es sei zunächst ye M, + M,. Dann gibt es Vektoren y, € Mı und y €EM,,sodaßy=y, + Y 
ist. Ferner gibt es Vektoren zı undz, € W,, sodaßyı = x, + z, undya = x2 + z; ist. Damit gilt 
ysyı+n» = +++) tn) +at+ZD)ERL +r2)+ Wo. 

Ist umgekehrt ye(&ı + x2) + Wo, d.h., gibt es ein zu € Wo, so daB y= (xi + x.) + zo ist, so 
gilt y= yı + y2 mitypı = EM, undya = x2 + 20€ M,, so daßye M; + Mz ist. Damit haben 
wir aber gleichzeitig bewiesen, daß M, + :M, eine Mannigfaltigkeit aus V/Wo ist. 


Bezeichnet M eine Mannigfaltigkeit aus Y/W, und «& eine nelehee reelle Zahl, so sei aM die 
Menge aller &y mit y €eM. 


Jst M=x+:W,, so ist aM =ox+ W. 


Ausy=x-+2z,€ M folgt ay = ax + oo, und aus y' = ax + zu folgt y’ = ax + (a”!'z,) = ay 
mit y=x-+ o"!z,€ M. Damit ist auch «M eine Mannigfaltigkeit aus Y/W,, und wir haben in 
v] W, eine „Addition“ und eine pIIDEKANGS mit reellen Zahlen“ erklärt. 


1) Wir machen den Leser darauf aufmerksam, daß die hier erklärte Summe linearer MARDIEIAINE: 
keiten von der in 83, Nr. 6 erklärten Summe verschieden ist. ; 
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Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, daß wir für die Definition der Addition und Multiplikation 
von Mannigfaltigkeiten lediglich davon Gebrauch gemacht haben, daß der zugehörige Teilraum W, 
für alle Mannigfaltigkeiten der gleiche ist. Wir haben nicht benutzt, daß W, der Kem einer 
linearen Abbildung ist, und werden dies auch zum Beweis des folgenden Satzes nicht benbtigen: 


XI Ist V ein linearer Vektorraum, Wy ein nlinarer Teilranm von V und bezeichnet V]W, die Menge 
der verschiedenen Mannigfaltigkeiten M = x + W,, so ist V/W, ein linearer. Vektorraum bezüglich 
der soeben erklärten Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen. 


1a) (M, + M;) + M; ist nach Definition die Menge der Vektoren (yı + Y2) + Y3 mit yı €M,, 
"Ya EM,,y3 € M;. Da o1+ Y2) +Yy3 =Yı + W2 + Y3) gilt, ist (Mı + M>) + M; gleich der Menge 
Mı + (M2, + M;3), die aus allen Vektoren y, + (y2 + Y3) mit yı € M,, y2 € Ma, y3 € M3 besteht. 


1b) M, + M;z besteht aus allen Vektoren yı + y2 mity, € Mı,y2 € M,.Esisty, +y2=Y2 + yı, 
und folglich gilt M, + M;:; = Ma + M,; denn M, + M, besteht aus allen Vektoren ya + yı mit 
yı&e Mı, 92€ M:. 


lc) Wu = M, ist eine lineare eeraiae aus V/ Wo, und ist M eine beliebige Mannigfaltig- 
keit aus V/Wo, so besteht M + W, aus allen Vektoren der Form y+zmityeMundze W.Es 
ist y+ ze M und folglich M + W=M. Die MENDEBIAIHEREN Mo = W, ist also das Nullefement 
in Y/Wo. ; 


1d) Ist M eine lineare Mannigfaltigkeit aus V/ Wo, so sei-—M die Menge der Vektoren (—y) mit 
yeM.Ist M=x-+ Wo, so ist offenbar -M = —x — W = —x + Wo eine Mannigfaltigkeit aus 
. Wo, und M + (—M) besteht aus allen Vektoren y + (-y’) mit ye M und y'’ eM. Es ist aber 

=xı+z,y=x-+7z', wobei z und z’ aus W, sind, und folglich gilt y+ (-y)=z- ze W.. 
Aa ist M + (—M) eine en die in der Form x +WM geschrieben werden 
kann, und damit gilt M+ (-M) = 


2a) Ist Me V/W, und sind &,ß er reelle Zahlen, so. besteht a{ßM) aus allen Vektoren 
a{ßy) mit yeM. Es gilt a(ßy) = (a: )y, und da (a: a M aus allen Vektoren (« - ß)y mit yeM 
besteht, ist «($M) = (&  ß).M. 


2b) Da jeder Vektor yeM in der Form y=1y geschrieben werden. kann, ist M = 1M für 
jedes ME Y/W.. . ; 


3a) Ist & eine reelle Zahl, so ist (My; + M3) die Menge aller Vektoren &(yı + y.) mit yı € M,, 
Ya € M». Es ist aber TER +2) = &yı + ya. Die Menge aller USRLOIER ey + 02 bezeichneten 
wir mit «M, + &M,, so daß a{(Mı + M,) = aM, + @Ma ist. 


3b) Sind & und ß reelle Zahlen und it M= x + Wo € V/W,, so besteht «M + . EM aus allen 
Vektoren &y + By’ mitye Mundy’ e M.Esisty=x-+ zundy’ =x+ z’, wobei zund z’ aus Wo 
sind, und folglich besteht@M + BM ausallen Vektorenax +02 + ßx + z’ = (& +) x +.(az + Pr’). 
Diese Vektoren bilden aber die Mannigfaltigkeit (+ßB)x+Wo=(a+P)M. 

‚Damit ist der Satz XI bewiesen. 


Den linearen Vektorraum V/W, nennt man den,Faktorraum von V nach dem Teilraum Wo. 
Nehmen wir nun wieder an, daß W, der Kern einer linearen Abbildung A von Yin V’ ist und 
:bezeichnet A die in (12) definierte Abbildung, so gilt: 


XII. Die Abbildung A ist linear, und der Faktorraum V]W, = V/A- 1er } von V nach dem Kern der 
e linearen Abbildung A ist zum Bild AV der linearen Abbildung A isomorph. 


Die zweite Aussage dieses Satzes folgt unmittelbar aus der ersten, da wir bereits wissen, daß Ä 
eine  umkehrbar eindeutige Abbildung von V/W, auf AV ist. 
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.Es seien Mı= x, + W, und M.= x, + W, zwei ‚Mannigfaltigkeiten aus. V/W,. Dann ist 
Mı + Ma = (xı + X) + Wo, und es gilt 
AM, + M3) = Alxı + X) = Axı + Ax2 = AM) + AlM2). 
It M=x+ W,€V/W, und «eine reelle Zahl, so ist«M = ax + W,,undesgilt 
A(«M)= A(ax) = aAx = &A(M), 


womit die Linearität der. Abbildung A bewiesen ist. Wir erhalten ferner den Satz 


XIIL Ist W, ein beliebiger Teilraum des linearen Vektorraumes V und bilden wir den Faktorraum 
V/W. wie oben angegeben, so ist die Abbildung Ayo, die durch die Gleichung 


Aywg& = x+ W ö j 2 (13) 
Def. 2 


definieft wird, eine lineare Abbildung von V auf den Faktorraum V]W,, deren Kern W, ist. 


Man nennt Ay, die kanonische lineare Abbildung von V auf den Faktorraum V|W,. Der obige Satz 
besagt insbesondere, daß jeder Teilraum W, eines Vektorraumes V als Kern einer linearen Abbildung 
aufgefaßt werden kann. Beachten wir noch die Definitionsgleichung (5) für das Produkt zweier 
linearer Abbildungen, so folgt: 


XIV. z A eine lineare Abbildung des linearen Vektorraumes V in.den linearen Vektorraum V' und 
ist Wo = A’!{o' } der Kern der linearen Abbildung A, so gilt A = AAw,: 


Nach Satz XII ist 4,,, eine lineare Abbildung von Y auf Y/W,; und V/ w, ist der Definitions- 
bereich der Abbildung A; also ist das Produkt AA, definiert. Ist'xe V, so ist Awox > =ı+W 
und AAw,x = Älx + Wo) = Ax, womit der Satz XIV bewiesen ist. 


Beweis von Satz XIII. Zunächst ist Ay, offenbar eine Abbildung von Y auf Y/ Wo, und es gilt 


AwolXı + x%2) = (Xı + x2) + Wo. Bezeichnen wir die Mannigfältigkeitx, + Womit M,undxz; + W, 
mit MR, so ist AwıXı = Mi, Awox2 = M,, und da u +x2)+Wı = M,+M; ist, folgt 
Aws&ı + x2)= Mı + Ma = Aworı + AwoX2. Ferner gilt Aw,(ax) = ax + Wo = aM = KAyok, 
wenn M=x + Wo = Aywox ist. Das Element W, € V/W, ist Nullelement im Faktorraum, und es ist 
Aw = 2+ Wo = W, dann und nur dann, wenn ze W, ist. Der Teilraum W, von V ist also das 
vollständige Urbild des Nullelements W, € V/W. und mithin der Kern der Abbildung A Wo: 


Zum Abschluß dieser Überlegungen beweisen wir noch einen Satz über die Dimension des Faktor- 


raumes V/Wo. 


XV.Ist V ein endlichdimensionaler Vektorraum und Wy ein linearer Teilraum von V, so ist der 
Faktorraum V]W, endlichdimensional, und es gilt dim V/W, = dim V — dim Wo. 


Der Faktorraum Y/W, ist endlichdimensional nach Satz VIII als Bild des endlichdimensionalen 
Vektorraumes Y bei der linearen Abbildung Ay, Ferner ist dim VY/Wo = dim Ay, = r(Aw,) und 
dim Wo = d(Aw,). Nach Satz X ist. d(Aw,) + r(Aw,) = dim Wo + dim Y/W, = dim Y, womit 


“der Satz XV bewiesen ist., 


7. AUFGABEN 
1. Man beweise die in den Beispielen 1°-15° angegebenen Behauptungen. 


2. Man bestimme Bild und Kern sowie Rang und Defekt für die im Beispiel 8° definierten linearen 
Abbildungen Dund7. 


‘ Bezeichnet A die im Beispiel 3° definierte lineare Abbildung von R" in P, und A ı die entsprechende 
lineare Abbildung von .R"*! in P,,,, so berechne man die lineare Abbildung 47 'IA. 
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-Für welche Polynome pe P, gilt die Gleichung Dip = p, und für welche Falke Pe Pr gilt 
die Gleichung IDp = p? 


3. Ist 4 eine lineare Abbildung von Yin V’, so beweise man durch vollständige Induktion 
Aaıkı + &aXa + + 00) = dr + dr + 4 mA. 

4. Man beweise: Eine lineare Abbildung A des Vektorraumes Yin den Vektorraum y' ist dann 
und nur dann umkehrbar eindeutig, wenn 4-1{0'} = o ist. 

5.* Man definiere das Produkt von n linearen Abbildungen und formuliere und beweise das ver- 
allgemeinerte assoziative Gesetz der Multiplikation von linearen Abbildungen. 

6.* Sind V, V', V'' lineare Vektorräume, A und A, lineare Abbildungen, für die das Produkt 
A, — Ay4 erklärt ist, so zeige man A7{0''} = A” 1(al-1fo). 

7. Es seien V, V', V"' lineare Vektorräume. Man beweise: Gibt es eine reguläre lineare Abbildung 
Ao von V auf V’, so läßt sich jede lineare Abbildung 4" € /(V, V'"') in der Form A’ = A'Ao 
schreiben, wobei A’ € /(V’, V’”) ist. 

Wie lautet der entsprechende Satz, falls eine reguläre Abbildung A, von V’ auf V"' existiert? 

8.* Man beweise folgende „‚Isomorphiesätze“: 

a) Ist V ein linearer Vektorraum, W, ein linearer Teilraum von Y und W; ein linearer Teilraum 
von W,,so gilt 

WVIWIKWIW) = VIW. 
b) Ist V ein linearer Vektorraum und sind W,;, W, lineare Teilräume von V, so gilt 
(MW, + WIM 2 WılWı N W:). j 

Aus dem Isomorphiesatz b) läßt sich die folgende Aussage über die direkte Summe zweier linearer 

Teilräume folgern: j : 
(WM + WW EM, (WM + W)IWı 3 Wr. 

9,* Ist. AE s/(V, V') und M eine lineare Mannigfaltigkeit in Y, so ist M’= AM eine lineare _ 

Mannigfaltigkeit in Y’. 


- 10.* Ist A& /(P, V’) und M' eine lineare Mannigfaltigkeit in V’', so ist M= A'M' eine lineare 
Manmnigfaltigkeit in V oder leer. 
F 


89. LINEARE ABBILDUNGEN 
ENDLICHDIMENSIONALER VEKTORRÄUME 


1.EINLEITUNG B 


In diesem Paragraphen werden nur endlichdimensionale lineare Vektorräume be- 
trachtet. Wählt man in einem solchen Vektorraum eine feste Basis, so lassen sich seine 
Vektoren durch reelle Zahlen, ihre Koordinaten, beschreiben. Wir werden sehen, daß 
sich in entsprechender Weise auch die linearen Abbildungen eines endlichdimensiona- 
len Vektorraumes in einen anderen, ebenfalls endlichdimensionalen Vektorraum nach 
Auszeichnung einer Basis in jedem der beiden Vektorräume durch reelle Zahlen be- 
schreiben lassen. Die dazu erforderlichen Überlegungen führen zum Begriff. der 
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Matrix, und durch die Übertragung der im vorhergehenden Paragraphen für das 


Rechnen mit linearen Abbildungen bewiesenen Sätze erhalten wir die Grundzüge - 


: der sogenannten Matrizenrechnung. 


2. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN 


Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum und Aes/(V, V') eine lineare Ab- 


bildung von V in einen linearen Vektorraum V’. Ist ® = {x,, x, ..., x„} eine Basis 
von V, so erhalten wir zunächst den folgenden Satz: 


I. Die. lineare Abbildung A ist durch die Bilder Ax,, Ax;, ..., Ax, der Basisvek- 
toren X\, X2, ..:, %, von V eindeutig bestimmt. 

Zum Beweis betrachten wir eine lineare Abbildung Be .Z(V, V’), von der wir an- 
nehmen, daß sie auf den Basisvektoren x, , Xz, ..., x, mit der Abbildung A überein- 
stimmt: 

Ax,=Bxs, (i=1,2,...,n). (i) 
Ist xe V ein beliebiger Vektor, so ist 
x=0ıXı + O2X2 + + Sl 
wobei 61, &2, ..., &, die Koordinaten von x in bezug auf die Basis ® bezeichnen. 
‚Für das Bild Ax des Vektors x bei der linearen Abbildung A gilt 
AX = 0AXı + &Axz + + AR, 
und entsprechend ist 
Bx = &,Bx, + &3BX; +++ AnBx,: 
Aus den Gleichungen (1) folgt dann Ax = Bx für jeden Vektor xe V. Damit ist 
A=B. j 

Wir nehmen nun an, daß der Vektorraum W' ebenfalls endlichdimensional ist und 
die Dimension n’ besitzt. Es sei 8 = {x}, %5,....,x..} eine Basis von Y’. Ist 
Aes/(V, V’) eine lineare Abbildung von V in V’, so lassen sich die Bilder der Basis- 
vektoren x,, X2, ..., X, des Vektorraumes Y, die nach Satz I die Arnldung 4A be- 
stimmen, mit Hilfe FR Basis 5’ von Y’ ausdrücken: 


AXı = 1X + A218 + + ka | 


(2) 


AX, = Knkı u Kank} u 77 ‚nkn  » 


Die Koeffizienten & 1, &2i> ---» &., sind die Koordinaten des Vektors Ax, in bezug 


auf die Basis ®’ Entsprechend sind &12> &aas :.+> Kur25 +3 Kıns Sans -rr> nm die 


Koordinaten der Vektoren Axz; ...; Ax, in bezug auf die Basis ®’ 
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Bedienen wir uns des Summenzeichens, so können w wir die Gleichungen Qi in der 
folgenden, kürzeren Form schreiben: 


AX; = >» Krk (i = 1, 2, .., n). ; (2) 
2 v1 : £ j 


Jeder linearen Abbildung A e s/(V, Y’) entsprechen bei. einer festen Basis ® von V 
und ® von V' nn’ Zahlen @,,eR (i=1,2,..,n;i’=1,2,...,n'), die Koordinaten 
der Bilder Ax, der Basisvektoren von V in bezug auf die Basis ®'. Es ist üblich, diese 
nn’ Zahlen in Form eines rechteckigen Schemas anzuordnen, das zwischen doppelte 
senkrechte Striche oder große Klammern gesetzt wird: 


&ıı &ı2 ... Sin &ıı &ı2 --- Kın 
&zı &22 --- &2nli oder Azı %22 +. Azul, u: (3) 
Oprı Apr2 +. Ayın Oprı Ünz +++ Anm 


Ein rechteckiges Schema der Form (3) nennt man eine Matrix vom Typ (n',n) oder 
eine Matrix mit n' Zeilen und n Spalten. Ist n’ = n, so:spricht man von einer.n-reihigen 
quadratischen Matrix. Häufig bedient man sich der abgekürzten Schreibweise 


Ayn: oder Iordllarn 2E .@) 


für die Matrizen der Form (3), wobei die Indizes n’, n fortgelassen werden, wenn der 
Typ der betrachteten Matrix aus dem Zusammenhang klar hervorgeht. Die Indizes i’ 
und i nennt man den Zeilenindex bzw. den Spaltenindex der Matrix; die in der Matrix 
stehenden Zahlen «,,eR(i= 5 2,..,n;Ü =1,2,...,n') heißen die Elemente der 
Matrix. 

Ist A eine lineare Abbildung von vi in V’, so bezeichnen wir die ihr Zugeordnete 
Matrix mit ||A|| = A, wobei wir die Indizes n’, n fortlassen, da diese als Dimensionen 
der Vektorräume V bzw. V’ durch die Abbildung A e /(V, V’) bestimmt sind. 

Verstehen wir unter .%,.,„ die Menge aller Matrizen vom Typ (r’, n), so können 


“ wir unsere Überlegungen zu folgendem Satz zusammenfassen: 


U. Jeder linearen Abbildung A e sS(V, V’) entspricht bei einer festen Basis B von V 
und ® von V' eine Matrix |Al| = Ae £yr,n. Dabei ist n= dim V undn’ = dim V’. 

Die Spalten der Matrix A sind die Koordinaten der Bilder Ax, der Basisvektoren‘ 
von V in bezug auf die Basis 8’ von V'. 

Die lineare Abbildung 4A ist’ durch die BE Matrix A eindeutig beskiinen. 


Es bleibt lediglich die letzte Aussage zu beweisen: Sind 4, BER V’) und 
ist A| = IB], soist A = B. 


Zwei Matrizen A und B: heißen gleich, wenn bie vom gleichen Typ sind und die 
Elemente an einander entsprechenden Stellen übereinstimmen. Die Matrizengleichung 
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= Jas;llie.m = Br lern = B steht also stellvertretend für die Gleichungen m’ = "', 
a Br(i=1%2,. "=1,2,.,m). 

Zum Beweis von Satz II nehmen w wir an, daß IA = = |&;llu-,n und IB] = = IPrillarn 
ist. Dann gilt 


I; ar und Bu= ) Pr (=12,...,n). 


Zi 21 
Aus der Voraussetzung ||A]| = ||B]| erhalten wir die Gleichungen 
nn =ßın Ü=l2d.,n’=12. m) 
und daraus | 
Ax; = Ex, ( —E NASEN 


Die Abbildungen A und B stimmen also auf den Basisvektoren der Basis ® von V 
überein, und nach Satzl ist A = B. 


Wir haben festgestellt, daß sich die linearen Abbildungen eines endlichdimensiona- 


len Vektorraumes V in einen endlichdimensionalen Vektorraum V’ bei Auszeichnung 


einer Basis ® von V und einer Basis ®’ von V’ durch rechteckige Schemata von re-- 


ellen Zahlen, sogenannte Matrizen, eindeutig beschreiben lassen.. Es erhebt sich die 
Frage, ob jedes rechteckige Schema reeller Zahlen, mit anderen Worten, ob jede 
Matrix vom Typ (r’, n) auch eine lineare hbiläung des Vektorraumes V in den 
Vektorraum V’ beschreiben kann. 

Es seien V und V’ lineare Vektorräume der Dimension n a n', und 8, d’ 


seien Basen von V bzw: V’. Wir betrachten eine beliebige Matrix A = |arillarn. 


Berücksichtigen wir die zweite Aussage von Satz II, so können wir zunächst jedem 
Basisvektorx,;,(i = 1,2, ...., n) der Basis ® von Veinen VektoryeV'’(i=1,2,...,n) 
des Vektorraumes v' zuordnen: 


\ ? h F Ei 
ve trat Feen = b2,..,n). 


Die Koeffizienten &,;, &a1; -.-,-&., sind die Elemente der i-ten Spalte der gegebenen 


Matrix A = |&:::lla’.n, und x}, x5,....,x,. sind die Basisvektoren der Basis ®’ von F”. 
_ Wenn es eine lineare Abbildung A e s/(V, V’) gibt, für die Ay, = yÜ = 1,2,...,n) 
_ ist, so ist diese Abbildung nach Satz I eindeutig bestimmt, und überdies gilt ||A]] = A. 

Wir definieren die Abbildung A. Es seixe V ein beliebiger Vektor, dann läßt sich x 
durch seine Koordinaten und die Basis ® von Y ausdrücken: 


x=0,X, +0%2X2 + + 88: 
Es sei 


Def. 


Zunächst ist A eine Abbildung von V in V’, und es gilt Ax,=y (i=12,.:,n). 


Wir beweisen die Linearität der Abbildung A. Sind x = a1ıX, + &2%2 + + And 


Ax=ayı ty ++ nn 5 (4) 
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und y = fx, + Bax2 +" + Pn%n Zwei Vektoren aus v, so gilt 
+ y=- u +ß)u ta +) tn tat Pu) &u: - 
da sich die Koordinaten addieren, wenn die Vektoren addiert werden. Ferner ist für 
FER = a) ta) tr tan) 


“ Wenden wir die ame 4A an und berücksichtigen die Definitionsgleichung (4), 


so eilt 
arm el + Brit la + Body + + (+ By 
= Aıyı + 29a + + udn + Bıyı + Baya +" + Bayr 
= Ax + Ay, 


da Ay = Bıyı + B2V2 +" + Buyn ist. Ferner gilt 
Aax) = (a aı)yı + raa)ya + + aan) In 
= day + o2y + + md) = aAX. il 
Esit AeZV,V)). .. ö | 


III. Jeder Matrix A = |\e;- lm. ne Au, „entspricht bei einer festen Basis ® in V und 
B’ in V’ eine lineare Abbildung A e s/(V, V’), so daß |Al| = 4 ist. 


Aus den Sätzen I— III erhalten wir als Folgerung: 


IV. Zwischen der Menge S(V,V') der linearen Abbildungen des H-äinensionalen 
Vektorraumes V in den n'-dimensionalen Vektorraum V’ und der Menge £,:, aller 
Matrizen vom Typ (n',n) besteht eine umkehrbar eindeutige Zuordnung. 


"Für einige der im vorigen Paragraphen‘ betrachteten Beispiele von linearen Abbildungen bestim- 
men wir die zugehörigen Matrizen: - 


1°. Es sei A die in 88, Nr. 2, 1° definierte lineare Abbildung von R? in 2. Wir wählen in den 
Vektorräumen R? und 2 eine Basis in der Form ® = {(1, 0), (0, 1)}, 8’ = {1, i}. Dann ist 
41,0)=1+/i, 
40,1)=0+1i, | 
und die Matrix |]4]| erhält die Form | | 
11-2] 


. 


Wählen wir an Stelle der Basis 8 die Basis ai= {a 1), (1, 0), so erhalten wir 
AA,ND=1H+li, 
. AL,O)=1+0i, 
und die zugeordnete Matrix [4]| erhält die Form 
: Ai 


\ 


IAll = 


89. Lineare Abbildungen endlichdimensionaler Vektorräume 79° 


Es ist offensichtlich, daß die einer linearen Abbildung A zugeordnete Matrix von der Wahl der Basis 8 
bzw. ®’ in den betrachteten linearen Vektorräumen abhängt. 


2°.* Wir betrachten den linearen Vektorraum R* der Quadrupel (£, , &2, &3, &4) von reellen Zahlen. 
Es bezeichne r die folgende Permutation der Zahlen 1, 2,3 und 4: 


al)=2, M2)=4, 2Q)=1, n4)=3. 


A, sei die durch A,lı En, &, Eu) = (Er, &a, &ı, E3) definierte lineare Abbildung von R* auf sich. 
Wir wählen in V = R* die kanonische Basis 


8 = ((1, 0, 0,0), (0, 1,0, 0), (0,0,1,0), (0,0, 0,1)}, 


und da V’= V= R* ist, setzen wir B' = B. Die Basiselemente bezeichnen wir mit e;, e2, &3, es 
und erhalten die Gleichungen 


A,eı = 0eı + 0e2 + le3 + 0es, Zr . 
A,e2 = le, + Oe2 + Oes + 0e4, 
A,„e3 = 0eı + Dez + De; + les, 
A„e4 = Veı + le2+ 0ez + 0&4. 
Bei der genannten Basiswahl entspricht der linearen Abbildung A, die Matrix 


0100 
0001 

I1000|[* 
0010 


‚3°, Wir betrachten schließlich die in $ 8, Nr. 2, 8° genannten linearen Abbildungen D und 7 von 


142] = 


P, in P,_ı bzw. P,,ı und wählen in den Vektorräumen P,, P,_ı und P,,ı die Potenzen von tals- 


Basiselemente: ®, = {r, 1, t2, ..., t"-1} ist eine Basis von P,, ®,-ı = {f°, £, 12, .....1""2} ist eine Basis 
von P,_, und ®,,1 = {f?, 1, 1?, ..., 2"}ist eine Basis von P,,;ı. Dann gilt 


Di? = 019 #01+082 + «+ 01”°2, 
Dt 129 +0: +01? + + + 0172, 
Di? = 0194 284082 + -- + 0r72, 
Dt? = 08° + 014312 + -- 4 01°72, 


Drr-t = 01° + 0140124 + (mn Der2 


und 
19° =0°+11+0?+00° +. +01, 


LE =0°+0 + ta? + 01° + +08, 
1? = 019 + 01408? + Ya? + + 0m, 
It=09+0+0? +0? ++. 

ö n 


Es ergeben sich die Matrizen 


0100-.-0 
0020--0 
ID =||0003 .. o = Du-un 


0000... n-1 


"so ist 


Dann ist 
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und: ? 
000 .- 0 
1100 --0 
r_ 0:70 0 
nI= 2 — 
| | 0 0 1. .o n+l,n 
000 --ifn 


3.DER LINEARE VEKTORRAUM „5; DIE ADDITION 

VON MATRIZEN UND IHRE MULTIPLIKATION 
MIT REELLEN ZAHLEN; DIE ABBILDUNG 95,9; 
DIE DIMENSION DES VEKTORRAUMES ASu.n 


In $8, Nr. 3 haben wir für die linearen Abbildungen der Menge /(V, V’) eine Ad- 
.dition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen erklärt. Diese Addition und Multi- 


plikation mit reellen Zahlen Mean wir vermöge der BNBSBEDEUR Zuordnung 
auf die Menge /,,.,.- 

In dem Vektorraum V bzw. y’ der Dimension n bzw. n’ wählen wir eine Basis ® 
bzw. ®', die wir im folgenden festhalten. Wir betrachten zwei lineare Abbildungen 
A, Be 4(V, V’), bezeichnen die ihnen (bezüglich ® und ®’) zugeordneten Matrizen 
mit |Al| = 4 = |&rilln... bzw. ||Bl| = B = ||Prilla-,„n und berechnen die der linearen . 
Abbildung A + B (bezüglich ® und ®’) zugeordnete Matrix A + Bj]. Ist 


B= {2,0} und. Ü’ = {n,0%,..,%}> 

(A + B)x, = Axı + Bx, (i= Won. 

Nach Voraussetzung gilt 
AXIS a + ar tt + Orks 


Bx, = Purı E3 Bara + + Ban =1,2, un). 


(A+B)x, = ei + Bd + oa + Bd + + Om + Bed. 


; i=1,2,...,n), 
und für die Matrix |4 + Bi| erhalten wir G 2 


1A + Bil = |. + Brilla,,n- 
In der Menge £ ,n der Matrizen vom Typ (n’, n) definieren wir eine Addition durch 
die Gleichung 


llaıı &ı2 --- &ınlt Bir Bı2 --- Pin %ı + Bir &ı2 + Bı2 --- &ın + Pin 
&zı 22 +. &pn + Par Pa -- Ba 2n|| = || %2ı + F Ba &22 = "Paz u. &zn + Pan R 
2: : : I|ner. : 
Opeı &n'2 ... Rpın Bars DES = "br ’n Om’ı + EB 4 nz + Br 2 + Kyn + Ban 


(5) 
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Diese Gleichung schreiben wir kürzer in der Form 
A+B=|orlla.n + Ißrilla.n = lo + Brillar,n- (5) 
Sind A und B lineare Abbildungen und ||Alj, ||2!| die zugehörigen Matrizen, so gilt 
14 + Bl = 141 + IBI. er; 
Wir weisen besonders darauf hin, daß die Addition nur. für Matrizen gleichen Typs erklärt ist. 


Betrachten wir nun die lineare Abbildung &A mit «x e R und bestimmen die Matrix 
«All, so gilt zunächst (&xA) x, = «(Ax,) für i = 1,2, ...,n und damit 


AM) it) tea G=l2ı,..,n. 
Wir erhalten | 

aA = la lan 
und definieren die Multiplikation mit reellen Zahlen für Matrizen aus /,.,. durch 


&ıı %ı2 + Aynlı Ar&ıı &'Oı2 --- KO 


& Azı &a22 PER Eli = |" A2ı & '’Oa2 -. &." Kon EN " j 5 (7) 
u : [iner.|j : : = 
An Anz. Knın x Onı & "Our vo. 8" Kom 


Diese Gleichung schreiben wir kürzer in der Form 


aA = &lorila’,n 7 ll "Srillar,n- . (7) 


| Ist A eine lineare Abbildung und ||A|| die zugehörige Matrix, so gilt für jedes&e R 
IaAl| = allAll. Bo | | (&) 


In der Menge #,.,. der Matrizen vom Typ @, n) haben wir eine Addition und eine 
Multiplikation mit reellen Zahlen erklärt. 


Die. Summe zweier Matrizen vom Typ (n’, n) ist eine Matrix vom Typ (n’, n), die 
aus den Summanden dadurch entsteht, daß einander entsprechende Elemente (d.h. 
Elemente mit gleichen Indizes) addiert werden. 

Das Produkt einer Matrix vom Typ (n‘, n) mit einer reellen Zahl ist eine Matrix 
vom Typ (n',n) die aus der ursprünglichen dadurch entsteht, daß alle ihre Elemente 


mit der gegebenen reellen Zahl multipliziert werden. 


‚ Wir beweisen den Satz a 
V. Die Menge S„.,„ der Matrizen vom Typ (n', n) ist ein linearer Vektorraum der 
Dimension nn‘. 
Die durch Dy,9.(A) = All definierte Abbildung Dy,,. ist ein Isomorphismus des 
linearen Vektorraumes S(V, V’) a den linearen Vektorraum Ay ,n- 
7  Boseck 
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Wir müssen die in der Definition des linearen Vektorraumes in $1, Nr. 2 ange-: 
gebenen Eigenschaften für die Addition von Matrizen und die. Multiplikation von 
‚Matrizen mit reellen Zahlen nachweisen. Dazu benutzen wir, daß die Addition 
linearer Abbildungen sowie deren Multiplikation mit reellen Zahlen diese Eigenschaf- 
ten besitzen (vgl. $8, Nr.3, SatzIV) und übertragen sie auf die Addition von Matrizen 
sowie deren Multiplikation mit reellen Zahlen durch die Gleichungen (6) und (8). 

Es seien A, B und C beliebige Matrizen vom Typ (r’,n). Wir betrachten zwei 
lineare Vektorräume V und Y’ der Dimension n bzw. n’, in denen je eine Basis ® 
bzw. DB’ ausgezeichnet sei und bezeichnen die den gegebenen Matrizen A, B, C ent- 
sprechenden linearen Abbildungen von V in V’ mit A, B, C. Dann ist |A]] = A, 
121 = B, ||C|| = C, und es gilt: 


1) (A+B) + C = (lAl + IB) + IC = 14 + Bi] + IC = IA + B) + C| 
= |4+ (B+ O)| = 141 + IB + Ci = IA + (IB + IC) 
=A+(B+C). 

1) A+B= |Al + IB = 1A + Bj = |B+ All = IB] + All = B+ A. 

lc) Ist O = ||O||, die der Nullabbildung O entsprechende Matrix, so gilt 

A +0 = |Al + Ol = IA + O| = 1All = 4. 


- Da die Abbildung O durch die Gleichung Ox = 0’ für alle xe V definiert ist, gilt 
insbesondere 


0x,=0=0x%,+0% +. +40 (=12.,n. 


Die Matrix O = |Olla..n heißt Nullmatrix. Sämtliche Elemente der Nullmatrix sind 
. gleich Null. 


id) Ist (-A) = | All, z gilt 
A+(-4 = Al + 1-Al = 14 + (Al = Ol = 0, 
und damit ist (—A) = || —Al| die zu A negative Matrix. Ist A = lösrılIn”,n, so gilt 
Ay = MM Fam + tn (Ü=e12,...,n. | 


Die lineare Abbildung ‘(-A) ist durch die Gleichung (-A)x = —(Ax) für alle _ 
xeV definiert; also gilt 
(-N)x = 8 a ke de = na.un) 


und damit (— A) = |-&rullw,n- 
In der zu A negativen Matrix (—A) werden alle Elemente durch ihre Negativen 
ersetzt. 
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. 2a) Es seien a,ßeR, dann gilt 
(BA) = {PA = IPA = NA) = Ne Al = (@- Al 
= (x: PA. 
2b). 14 = 1141| = 1141| = 1All = A. 
3a) Es sei & € R, dann gilt 
(A + B) = adlAll + 121) = al4 + Bl = oA + Bl = led + «Bil 
= |aA|| + leBl = oA + alB| = aA + aB. 
3b) Sind «, ße R, so ist | | 
(x + A = (@ + PNA = Io + N All = led + pAl = All + IPAl 
= all + BA = aA + BA. 


Wir haben bewiesen, daß die or L zn der Mezn vom Typ (#’, n) ein linearer 
Vektorraum ist. 
Um die Dimension dieses Veran zu bestimmen, beträchten wir die Matrizen 


ei 7 lei-slla,n = 16,5, * Ösolln,n 


für die &;,, = 1 und &,, = O für i’ + ig oder i # i, ist. In der Matrix e;;,, ist das 
Element in der Zeile mit dem Index i, und der Spalte mit dem Index i, gleich 1, 
während alle anderen Elemente gleich Null sind. Ausführlich können wir die Matrix 


ij, IN folgender Form schreiben: 


1.2. ... Gdo-D. io- (o+D). ...n. Spalte 


00... 0 0 0 . Ol 1. zeite 
00..0. 0 0...02 
een 00..0 0 0 ..0]@-» 
 100..0 10 ..0|%- 
00..0 0 09 ...0||+v 
00..0°0 0... 0Olr 


Zunächst gibt es n ; n’ Matrizen e;;;,, da die Indizes ig bzw. io unabhängig von- 
“einander die Zahlen 1,2, ...,n’ bzw. 1,2,...,n durchlaufen. Betrachten wir nm’ 


Zahlen o,;,, € R und bilden die Linearkombination 
n’ n ö 
3 y Kisiokisig = Re FF nrıearı 
io=1 ig=1 
‚ + &38&2 + sn + An2En’2 +++ &ıneın +" + Knrnen’ns 
x 
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so erhalten wir im Ergebnis die Matrix A = |arılla,n: 


V=Ti=l 


n’ n . i 
A = || illa,n =: > Kr Ei» E (0) 
Die Gleichung 


r 
n 


> &ın = 0, 


v=1i=1 


wobei O die Nullmatrix, d.h. das Nullelement des Vektorraumes Fun bezeichnet, 
erhält nach ©) die Form 


I&rull ,n = \Olla’,n» 
und das bedeutet 
4 =0 (d=12.,n=12,..,m). 
Die Matrizen eu, de h2,..n; io =1,2,...,n‘) sind linear unabhängige Ele- 
mente des linearen Vektorraumes Sy, n- 


Andererseits folgt aus der Gleichung (9), daß die Elemente eo (ko = h2,...,n 
o=l, 2, ...,n') den linearen Vektorraum /,.,„ erzeugen, und wir erhalten: 


Die n-n’ Matrizen Eits sern Ems @123 +44 Enr23 +3 Eins +++ En'n bilden eine Basis des . 
linearen Vektorraumes S,-,„. Insbesondere ist dim /,., nen! n. 
Wir betrachten schließlich die Abbildung ©, ,,-, die durch die Er 
Dy,g {4) = = Al 
definiert ist. Die dis B, $ sollen daran erinnern, daß die Matrix ||A|] von der 


: Wahl der Basis 8 von Y und ®’ von V’ abhängt. Dann ist ®y,9. nach den Sätzen . 
II—IV eine umkehrbar eindeutige Abbildung des Vektorraumes ./(V, V’) der linearen 


Abbildungen von F in V’ auf den Vektorraum &£ y,„n der Matrizen vom Typ (nn). 


Die Gleichungen (6) und (8) erhalten die Form 
Py,g(4 + B) =D) + PyalB) Bu (6) 
. Dy,9(0A) = 8Dy,g(A). | (8) 


Die Abbildung ®,,g- ist also linear und folglich ein Isomorphismus von s/(V, VW’) 
auf Ann 


und 


Die Abbildung Dy,,. ist regulär, und aus Dy,4(/(V, V')) = Lu... ergibt sich die 


Gleichung dim ,.,„ = (Pa, 3) = din Z(P, V'). Wir haben den folgenden Satz be- 
wiesen: j 


VI. Sind V und V’ lineare Vektorräume der Dimension n und n’, so ist die Menge der 
linearen Abbildungen s/(V, V') von V in V' ein ‚linearer Vektorraum der Dimension 
nm. 
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4. DIE MÜLTIPLIKATION VON MATRIZEN 


Die Abbildung ®y,9. benutzen wir, um auch die in $ 8, Nr. 4 erklärte Multiplikation 
von linearen Abbildungen auf die Matrizen zu übertragen. 
Wir betrachten drei lineare Vektorräume Y, V’und V”, deren Dimensionen wir mit 


n, n' bzw. n'' bezeichnen. Es sei Ae.s/(V, V’) eine lineare Abbildung von Vin V’ 


und A’e.s/(V', V’') eine lineare Abbildung von V’in v”. Für diesen Fall haben wir 
das Produkt 4’A als Nacheinanderausführung der linearen Abbildungen A und 4’ 
erklärt. Wir betrachten .die zugehörigen Matrizen und zeichnen zunächst in jedem 
der Vektorräume YV, V’ und V” eine Basis aus. Es sei ® = {X1> X. X} eine 
Basis von V, & = {x , x, ...,x,.} eine Basis von V’ und ®’ = {xÜ/, x7, ...,X%n-} 


eine Basis von V”. Dann erhalten wir die Matrix Dy,,. I Ierilln,n aus den Glei- 


chungen 
Ay, = m Fam + tm (=b2...,n). 
Die der Abbildung A’ zugeordnete Matrix Py.,g.(A) = |er-rlIn,n. ist vom 
Typ (n”, n’), und ihre Elemente werden durch folgende Gleichungen definiert: 
Ax = ch + RA + + ol (= 1,2, ...,M). 


Für das Produkt 4’A der linearen Abbildungen A und A’ ergibt sich zunächst 
(4’A)x, = A'(Ax) = A’ ( y, at) (=1,2,...,n). 
A v=ı ar 


Berücksichtigen, wir die Linearität der Abbildung 4', so folgt 


(4'A) x = y &nAxı, ( = 1, 2, .... n). 
- i 


(pe 


'Setzen wir die oben angepebeien Ausdrücke für 4’x; ein, so gilt 


(4’A)x, = y Or (2 L vo. > % Oz laie& x) 


ti 


und damit 


Aa = $ Br (ur or X (= 1, 2,...,N). 


. Die Elemente der Matrix Dy,g- (4'A) erhalten wir als- Koordinaten der ‚Vektoren 
(4A)x,(i=1,2,...,n) in bezug auf die Basis ®’ = {x,x7, .....x,.}. Wir müssen 
in der letzten Gleichung die Reihenfolge der Summationen vertauschen. Gleich- 
zeitig vertauschen wir die Faktoren in den Koeffizienten und erhalten 


n’' 


"dMn= Fein: a) (G=12%..m). (10) 
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Es ist also 


Dy,y(4'A) = 2; er ei 
Im Hinblick auf diese Gleichung definieren wir das Produkt der Matrix 

= orrellar,n, vom Typ (n',n’) mit der Matrix A = || .l|u-,n vom Typ (n’,n) 
durch die Gleichung 


In’ ,n 


’ ’ Ta 
Rıı. Kı2 + Km &ıı Kı2.--- Kin 
ı ‚ t R 
&zı: 22 ++, Kan ||. ||R2ı %22 -.- Kon 
r < v P: n “ ü 
pri Onr2 + pm Spy Sp +-- pen 
n’ n’ ; Br: , , 
Ri" &ypı y Kir Ay ++ % ARyir "Km 
v=1 vl v=ı 
ne er er 
[2 r. R 
= 2 Kr Kr 3 Kr iz 2, Kr'&iml, - (11) 
Def: v’=1 i 1 i =1 x i 
n’ PX PO 
4 
3 Op Or y An" O&rrn Oyir' Kyn 


Diese Definitionsgleichung schreiben wir kürzer i in der Form 


Li art on \ ar) 


AA = Vekuelann: Narille.n = 


n’’,n 


Es sei besonders darauf hingewiesen, daß das Produkt A - A der Matrix A’ mit der Matrix A 
nur darın erklärt ist, wenn’die Anzahl der Spalten des linken Faktors mit der Anzahl der Zeilen des 
rechten Faktors übereinstimmt. Eine Matrix vom Typ (m’, m) kann man nur dann mit einer Matrix 
vom Typ (n’,n) von rechts multiplizieren, wenn m = n’ ist. Man erhält eine Matrix vom Typ 
(m', n). Wie bei der Multiplikation von linearen Abbildungen machen wir darauf aufmerksam, daß 
das Produkt A 4’ nicht erklärt zu sein braucht, wenn das Produkt 4’ - A erklärt ist. Sind-A und 4' 
quadratische Matrizen gleicher Ordnung, so sind beide Produkte A A’ und A’ 4 erklärt, jedoch 
kann das Ergebnis der Multiplikation in beiden Fällen verschieden sein, wofür wir epaler Beispiele 
kennenlernen werden. 


Aus den obigen Überlegungen und der Definition der Matrizenmultiplikation er- 
halten wir als multiplikatives: Sralek zu den Slachungen (6) und (8) aus Nr. 3 


.die Gleichung 


aal= al lal (12) 
oder besser 
Bag (AA) = Py,g A) DaalA). (12) 


- 


Diese Gleichung gestattet die Übertragung von $8, Nr. 4, Satz VI auf die Multi- 
plikation von Matrizen. 
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VII Sind A, A' und A" gegebene Matrizen der Typen (n’, n), (n', n’) und (n'", n” 
so ist A" (AA) = (A” A’): A: Für die Matrizenmultiplikation gilt das assoziative 


Gesetz. 


Zum Beweis betrachten wir ‚Der lineare Vektorräume: V, V’, Y'' und V’"” der 
Dimensionen n, n’, n'’ bzw. n''’, und es seien ®, 8’, 8” und ®’” je eine feste Basis 
von Y, V’, V" und VF’”. Die geschehen Matrizen A, f und .A” definieren lineare 
Abbildungen Ae./(V, V’), A’ es/(V’, V") und 4’ es/(V”,V""), für die dA = A, 
Dy.,g Ad’ = A' und Dy.., 9,4" = A” ist. Nach (12) und $ 8, Nr. 4, Satz VI erhalten 
wir für das Produkt 4" (4:4) = By, A’ (Oggy Ad Dad) 


Dyr,gr A (Dy,gr A’ Dg,yA) = Dyr,gr A" Dg,g AA = Day A’ (AA) 
= Dg,y (AA) A = Dy,gr AA DA 
= (Dr, gr A Dr, gr A) Dig,g A 
und da (Dy.,9,A4"  Dy,gr A’) Day A = (4" A) A ist, folgt die Behauptung. 


*Die Verallgemeinerung des assoziativen Gesetzes der Matrizenmultiplikation auf.n Faktoren 
durch vollständige Induktion überlassen wir wiederum dem Leser. Wir.weisen lediglich darauf hin, 
daß man in einem Produkt von Matrizen Klammern in beliebiger Weise setzen und weglassen darf. „ 


5. ZEILEN- UND SPALTENMATRIZEN 
IND DAS RECHNEN MIT IHNEN 
Um das Rechnen mit Matrizen etwas näher kennenzulernen, betrachten wir eine Reihe von Spezial- 
fällen und Beispielen. 
4°. Die Matrizen vom Typ (1, n) besitzen nur eine Zeile und r Spalten. Wir erhalten sie in der Form 
lorillı, n= 11, &ı2> Anl. 


Diese Matrizen heißen Zeilenmatrizen, und es ist üblich, den ersten Index korkäilassen. Zur Ab- 
kürzung bezeichnen wir die Zeilenmatrizen mit kleinen lateinischen Badeaben mit einem um- 
gekehrten Dach: 


‘= |a1,0%25 ..., nl. 
Nach Satz V bilden die Zeilenmatrizen einen Ieren Vektorraum 4 In = LS der Dimension n. 
Eine Basis ®, von eF R die wir im folgenden die kanonische Basis von 4, nennen, erhalten wir in.der 


Form = 11,0, 0], & = 10,1, 0], &= 10,0, 11. 
Die durch die Gleichung 
: d,ller; Ayers |) = = „en, 23 2... Om) 
definierte Abbildung d, ist, wie man leicht nachweist, ein Isomorphismus von d auf R". 
50, Die Matrizen vom Typ (n', 1) besitzen n’ Zeilen und nur eine Spalte. Wir erhalten sie in der 


Form 
Ki 


Irla,.. = \|°23 |. 


Omi 


. matrix, das in der ig-ten Zeile und ö,-ten Spalte steht. 
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Diese Matrizen heißen Spaltenmätrizen, und es ist üblich, den zweiten Index fortzulassen. Zur Ab- . 
kürzung bezeichnen wir die Spaltenmatrizen mit kleinen lateinischen. Buchstaben mit einem Dach: 


Nach Satz V bilden die ‚Spaltenmatrizen einen linearen Vektorraum A, = An der‘ Dimension n'. 


Eine Basis ®,. von un die wir im folgenden die kanonische Sun) von Au nennen, erhalten wir in 
der Form 


l 0° 0 
& = 9]. 3 = ||, > = 110. 
0 0 1 
Die durch die Gleichung 
&ı 
D, %2 iz (a 2,0 Op) 
: Der. 
[a 


definierte Abbildung d,.von Au auf R" weist man wiederum leicht als Isomorphismus nach. 


6°. Will man eine Spallenmalene vom Typ (n’, 1) mit einer Zeilenmatrix vom Typ (1, n) von links 
multiplizieren, so muß offenbar n' = n sein. Als Kiseba; erhält man eine Matrix vom Typ A,D. 

Wir bilden das Produkt z Bl 
= lan. ol | |5 


[a 


% 72 el, 
Das einzige Element 


DER Bı= 01° Bı +02 "Bat + On Bu 
der Produktmatrix erhält man, indem man die Elemente mit gleichen Indizes multipliziert und über 
die n so erhaltenen Produkte summiert. “ 


Betrachten wir zwei beliebige Matrizen A = ||&rıllo,n dig di = |&erellar, n, für die das Produkt 
A: 2 erklärt ist, so können wir die Multiplikation etwas näher erläutern. Bezeichnen wir nämlich 
die i, ‚te Zeile der Matrix A’ als Zeilenmatrix mit a; 


dr a louyı» 2» . ah |» 
und bezeichnen wir entsprechend die i,-te Spalte der Matrix A als Spaltenmatrix mit Gyos 


io 


„. —_ Io 
don = 2io i 
na 


so erhalten wir als Produkt din . FR die einelementige Matrix > ar no] Erinnern wir uns 
fi < 
der ‘Definitionsgleichung (11) für das Produkt 4’ A,soist D "op, das Element der Produkt: 


"= 


+ Man Ara das Element mit den Indizes i,, io in der Produktmatrix A!» A als das Produkt der 
i,-ten Zeile ä,y der Matrix A’ mit der io-ten Spalte dio der Matrix A. 


3 
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Die Multiplikation von Matrizen haben wir dadurch auf die Muluplikatien von n Zeilännatrizen 
mit Spaltenmatrizen zurückgeführt. 


7°. Als weiteres Beispiel betrachten wir eine Matrix A= |&,.||3,3 vom Typ (3, 3), die wir von:links 
mit den Matrizen 


100 1By 
A=|l001| und 2%=[i0 16 
010| 001 


multiplizieren wollen. Es ist . 


%ır %2 j &%3 
4 = |j&z21||, da = ||&22 ds = \l&23||- 


Rzı %32 %33 
Im ersten Fall ist & = |1 00] = &.%= 001|=& und d/ = j01 01=&- Dabei ist &,, &, & 
die kanonische Basis von /;. Wir erhalten 
== lan), 
5 4=&'4= los; 
3 4=& = al Ü=129 , 


und damit für das Produkt 


100] a, &ız &ıa Kıı %ı2 3 
001||:||&2ı &22 &23|| = jiası &s2 sa]. 
010|| |j&sı &s2 %s3 21 R22 23 
Im zweiten Fall ist & = |1&y|, = |015| und & = - 0 0 1] = &, und wir erhalten 
a &= lau + PB: ee 


4 = Ira: +ö-03,|, 
5 4=las]| @=1, 2,3). 
Für das Produkt ergibt sich 


18 Yil || &ız &ıs Kr +ß-o2ı+Y-Oaı Kia + ß-22 + Y-Oa2 us + B- 23 + Y-Oss 


0.16ö||-||&2ı &22 &3|| = "a +ö-& &22 + 0-02 -.&23 +6-&s3|]|. 
F 
001 31 %32 &33 &zı 32 033 


Wir betrachten noch die Produkte A- A} und A A}, die wir in den genannten Fällen ebenfalls 
bilden können. Zunächst sei dı = le1ı-&ı2 &ıalls &, u: l&2ı %22 &a3l; ds = I&sı &32 &zal]. Im : 
ersten Fall ist / . 


1 0 ol 
&4=|0=&, 2=|0|=-&, &=||1j=&. 
0 1 0 


Dabei bezeichnet &; , &2, € die kanonische Basis von #43. 
Es ergibt sich : 


aa = = al» 
dr da=ür&s = (el; 


ds =d&= || (= 1,2,3) 
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und für das Produkt 


%ıı Kı2 %ız 100 %ı1-%ı3 %ı2 


%&2} &22 &asl| |\0 O 1j|= Ian, &23 &22|]- 
%31 X32 33 010 &3ı %s3 32 


Die Berechnung des Produktes für den zweiten Fall überlassen wir dem Leser. Wir bemerken nur 
noch, daß für eine Matrix A = | .||3,3, für die 2 # 13 ist, die Produkte 4, ' Aund A A1 offen- 
bar verschieden sind. ; - 


sd, Betrachten wir die in $ 8, Nr. 2, 8° erklärte lineare Abbildung D als lineare Abbildung von P, 
in sich und wählen in P, die Basis ® = {r, 7, t?, ..., eh), so entspricht der Abbildung D die quadra- 
tische Matrix j 


010.: 0 
002.. 0 
D=||::: E 
000..n-1 
000.. 0 


(vgl. auch 3°). Für die Matrix D gilt D? = O, wobei O die Nullmatrix bezeichnet. 


6.DER RANG EINER MATRIX 


Aus dem in $8, Nr. 5 eingeführten Begriff des Ranges einer linearen Abbildung 
wollen wir den für die Matrizenrechnung und für die Theorie der linearen Gleichungen 
wesentlichen Begriff des Ranges einer Matrix ableiten. 

Es sei A = |; -ılla,,„ eine gegebene Matrix vom Typ (n’, n). Wir betrachten die 
linearen Vektorräume /, und s/,. der Spaltenmatrizen vom Typ (n, 1) und (r', 1) 
und die kanonische Basis ®, bzw. ®,. in HZ, bzw. Lu . Nach Satz III entspricht der 
Matrix A’ eine lineare Abbildung A von 7, in s/,,, und wir definieren den Rang 
r=r(A) = r(l&la.,.) der Matrix A durch die Gleichung 

2: = (A). Bi: (13) 
Eine Matrix A, für die die zügehörige Abbildung Ä regulär ist, nennen wir regulär. 

‘Nach 88, Nr. 5 ist r(A) = dim As/,, und wir wollen den Bildraum AS, etwas 
näher untersuchen. Dazu betrachten wir die Bilder Ad, (i = 1,2, ...,n) der .kanoni- 
schen Basisvektoren von .S,, die nach 85 Nr. 5 ein Erzengel en von AS, 
bilden. Es ist 


Äe,= &16ı + &zı6a ums + Knien 


und damit 
&ıı 


de, = |Pz|=4. i=1,2,..,n). 


Ort 
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‚Aus der Gleichung | 
r(A) = dim As/,, = dim L({&, , 62, 2.4). 
erhalten wir den folgenden Satz: 


VII. Der Rang einer Matrix A ist ı gleich der Dimension des von ihren Spalten er- 
zeugten Teilraumes von £,.. 
Der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl ihrer linear unabhängigen Spalten. 


Eine Matrix A ist dann und nur dann regulär, wenn ihre Spalten linear unabhängig 


sind. 


Den zweiten Teil von Satz VIII erhält man aus dem ersten durch die Bemerkung, 
daß jedes Erzeugendensystem eine Basis enthält. Unter den n Spalten der Matrix gibt 
es also r = r(A) linear unabhängige, während je r + 1 Spalten linear abhängig sind. 
Der dritte Teil von Satz VIII ergibt sich unmittelbar aus der Definition einer regulären 
Matrix und $8, Nr. 5, SatzIX. 


, *Wir betrachten zwei beliebige Vektorräume Y und V’ der Dimensionen n bzw. n’ und wählen 
in jedem. von ihnen eine feste Basis B bzw. ®’. Eine gegebene Matrix-A = ||&r;||„,„ definiert dann eine 
lineare Abbildung A € s/(V, V'), und wir können nach dem Rang dieser Abbildung fragen. Es ist 
r(4) = dim AV. Die lineare Abbildung A ist durch die Bilder j 


‚ I r Ri 
AS Fa; + tm (G=1,2,..,n) 


der Basisvektoren xı, X, ---, x„ der Basis ® von Y eindeutig bestimmt. 

Wir wollen die Abbildung A in anderer Weise beschreiben. Dazu betrachten wir die in $5, Nr. 3 
definierte Abbildung Pg, die den Vektorraum Y auf den Vektorraum .R” abbildet. Entsprechend sei 
Dg. die in $5, Nr. 3 definierte lineare Abbildung von V! auf R".ItB= (x, Kay, X} so ist 
Dgx, = e&(i= 1,2, ...,n), wenn e,, &, .--, En die kanonische. Basis von R bezeichnet. Eauprechend 
gelten für ®’ = {x}, 25, x} die Gleichungen Dax = e, = 1,2, ...,m), Wenn ei, Er 4 Ey 
die kanonische Basis von R" bezeichnet. Die Abbildung Pg. ist eine reguläre lineare Abbildung 
von V’ auf R”' und besitzt nach $ 8, Nr. 4, Satz VII eine Inverse 5}. Die Abbildung 95} ist eine 
reguläre lineare Abbildung von R” auf V’, und es gilt @y}e; = x;. Unter 5° haben wir einen Isomor- 
phismus &,. von „auf R" definiert, für den offenbar Bue,= ce (' =1,2, ...,n’) gilt. Dabei ist 
ICH Bra A 8, die kanonische Basis von ,. Entsprechend sei ©, der in 5° definierte S 
os von I auf R”, für den d,6; = &(i=1,2, ...,n) gilt. Dabei ist {&, &2, ---, &n} = 8, 
die kanonische Basis von An Die Abbildung 6, besitzt als on lineare Abbildung von LS, auf 
R" eine Inverse 67, und es ist dz'e, = & (= 1, 2, ..., n). Wir veranschaulichen die bisher betrach- 
teten Vektorräume und Abbildungen durch ein sogenannten Diagramm: 

Dy R" 57! 
V e. — ne ns LS, 


Betrachten wir noch die durch die Matrix A definierte Abbildung A von-, in Aus so können wir 


die Abbildungen ©, 87", 4,0,, OD nacheinander ausführen und erhalten eine Abbildung von V 
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in V’. Wir wollen zeigen, daß diese Abbildung. gleich A ist, d. h., wir wollen ‚Sas obige Diagramm 
vervollständigen: - 


2, Rd 

V ee er r 

A 

v' Bar Tagen? aaa Ver z, 
9, Ö, 


Zum Beweis betrachten wir einen Basisvektor x e8. | Dann gilt Ögx, = e,. Hierauf wenden wir 


die Abbildung Ö,' an und erhalten d7?e, = &,. Wenden wir nun die Abbildung A an, so ergibt sich 


A 
er} al er „ 
A = au tat + oh 
Es ist 
a ! %.: ! 
Bui = (Au, &2ir +, mi) = auıeı + Re tt Omen 
und F ! 
-1 F ‘ F F ’ F 
Dyrlae, + &26, + + Knien) = Of + A2ıX%2 +++ Oprıky = Ax;. 


- Die Nacheinanderausführung oder Multiplikation der obigen Abbildungen stimmt also für jeden 


Basisvektor zeB (= 1,2, ...,n) mit der Abbildung 4 überein. Da nach Satz I eine lineare Abbil- 
dung durch die Bilder der Backyektoren RR bestimmt ist, erhalten wir die Gleichung 


A= OA. 
Betrachten wir das Bild des ganzen Vektorraumes V, so ist tOgV=- R”. Ferner gilt BR - HS. 


Das Bild von I bei der Abbildung A bezeichnen wir mit Adı und es ist r(A) = 'dim Ad, Die Ab- 


bildung &,. ist regulär, also gilt “dim (BuAsd,) = dim Ad, und da auch DE eine reguläre Ab- 
bildung ist, erhalten wir 


dim (50,4, =r(A).: 


_ Es ist aber O0,.A/, = 056„.AB,!0,V = AV, und folglich gilt 


r(4) = dim AV = dim A, = r(4) = roll, 


IX. Ist A eine Matrix und A s/(V, V’) eine dieser Matrix zugeordnete lineare Abbildung, so ist 
r(A) = r(A). Die Matrix A ist dann und nur dann regulär, wenn die lineare Abbildung A regulär ist. , 


Wir beweisen noch einen Satz, den wir im folgenden Abschnitt zur Bestimmung 
des Ranges einer Matrix verwenden werden. 


X. Ist A eine Matrix vom Typ (n‘,n) und sind B und C reguläre n’- bzw. n-reihige 
quadratische Matrizen, so ist der Rang der Matrizen B- Aund A-C gleich dem Rang: 


der Matrix A. 
Der Rang einer Matrix bleibt unverändert, wenn man sie von links oder rechts mit 
einer regulären quadratischen Matrix multipliziert. 


Wir betrachten die den gegebenen Matrizen zugeordneten linearen Abbildungen 
A, B und C, wobei wir die kanonischen Basen in ./, und .,. zugrunde legen. Dabei 
ist Ae Ad, Ju) BeA(L,, Z/,) und Ce 4(,, s/,). Das Bild CS, ist ein 
Teilraum von ./,, und da € regulär ist, gilt dim CS, = n. Folglich ist C/, = Ö,. 
Zwischen den gegebenen Matrizen und den linearen Abbildungen A, B, C bestehen 
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Gleichungen: 


= A| = ©g,,9,.4, B = Bl = Bau, ‚c= ıcı =D,,5,C 
Ferner gilt 


B-A = |Bj - All = |BAL, A:C = Al CN = NACH 
und ae: 
r(B- A) = r(BA),. r(A: €) = r(ÄÖ). 


Es genügt, den folgenden allgemeinen Satz über lineare Operatoren zu beweisen: 


XI. Ist Ae/(V, V'), Bes/(V',V”) und Ce s/(V"", V), so gilt 
r(BA) = r(A) = r(AC), 


wenn B eine reguläre lineare Abbildung von V' inV’"' und C eine lineare Abbildung von 


V" aufV ist. 


Zum Beweis betrachten wir den Vektorraum AV. Da B regulär ist, gilt nach 188, 
Nr. 5, Satz IX 


dim (B(AV)) = dim A v, 


und da C den Velten pr auf den Velo V abbildet, ist V = CV”, also 
dim (A(CV’’)) = dim AV. 


Nach Definition des Produktes von linearen a ist B(AV) = @4) Vund 


ACV”) = (AC) V” und 
r(BA) = dim ((BA) V)= dim AV = r(4), 
r(AC) = dim ((4C) V’") = dim AV = r(A). 


7.EINE.METHODE ZUR BESTIMMUNG DES RANGES 
EINER MATRIX 


In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Methode zur Berechnung des Ranges einer 
gegebenen Matrix. 
Zunächst beweisen wir den folgenden Satz: 


XII. Der Rang einer Matrix ändert sich nicht, wenn man 
1. zwei Zeilen der Matrix miteinander vertauscht, 
2. zwei Spalten der Matrix miteinander vertauscht, 
3. ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert, 
4. ein Vielfaches einer Spalte zu einer anderen Spalte addiert 
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Es sei A = |; ;]|a-,„ eine gegebene Matrix. Zum Beweis der ersten beiden Behaup- 
tungen betrachten wir die m-reihige quadratische Matrix 


si _ . 
0..000..000..00 
1..000..000..00 


00..100..000..00 
00..000..010..00|: 
m _100..001..000..00 
00..000..100..00 
00..010..000..00 
00..000..001..00 


00..000..000..1 
00..000..000..0 


Bezeichnen wir die k-te Spalte dieser Matrix mit (7), so gilt offenbar 


n für k+ik#j, 


a 


nn 
(sm), =16 für k=i, 
" für k =]. 1 


Die Spalten der Matrix s{7” stimmen also bis auf die Reihenfolge mit der kanoni- 


schen Basis des Vektorraumes ./,, überein und sind folglich linear unabhängig. Aus 
dem Satz VIII folgt: 
Es ist Hz. )=m; an ist eine reguläre Matrix. 


nr 
Für die Zeilen (s{7”), der Matrix s” gilt entsprechend 


IK für k#+i und k#j, 


N 
(u für k=i, 
ha für k =]. 


Bezeichnen wir die Spalten der Matrix A = lorsllo,n wie gewohnt mit 4, 
(= 1,2, ...,n), setzen m = n' und berechnen das Produkt s;’- A=B= ||ßruln.n» 
so erhalten wir für das Element ß;., mit den Indizes k',k 


er ü= loxlı,ı für K +i,Kk #j, 
n' a x A u. n & 
Idrellı,ı = (si; ed, = E = |&ulıı für k=i, 


Ei = eu, für k' 


> 
Es ist also Pu = &, Pr = & und Pr = Ki falls k’ + iundk’ + jist. 
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Die Matrix si}? - A entsteht aus der Matrix A durch Vertauschung der i-ten id 
j-ten Zeile. 


Entsprechend beweist man: 


Die Matrix A: un entsteht aus der Matrix A durch Vertauschung der i-ten und j-ten 
Spalte. 


In diesem Zusammenhang erinnern wir den Leser an das Beispiel 7°. Da si? für 
jedes m eine reguläre quadratische Matrix ist, bleibt der Rang der Matrix A unge- 
ändert, wenn sie von links oder rechts mit einer Matrix dieser Art multipliziert wird, 
und die Aussagen I und 2 von Satz XI sind bewiesen. . 

- Zum Beweis der übrigen Aussagen betrachten wir die m- -reihige quadratische 
Matrix 


10...000..000..00 
01..000..000..-00 
00..100..000..00 
00..010 00 ....0 0]: 
in 00..001 000..00 
re ne 
I100..000 100 00 
0 0 000 010..00, 
00 000 001..00 
00..000..000..10 
00..000 000..01|| 


mn 
Bezeichnen wir die k-te Spalte dieser Matrix mit UAO)E so gilt 


(= u: für k#j, 
(RT &; +06 für k=j. 
Ist 
Bıeı ++ Bi + + Bike + 2) ++ Bauen = 65 
so gilt 
‚Bat tßr :B) re Best + Prem =ö 
und da die &,, -.., €, linear unabhängig sind, erhalten wir die Gleichungen 
B=snsbtaeh-nsh-nni-e 
Dann muß aber f, = = =: =, = = fm = O sein, und die Spalten der 


Matrix 117°(&) sind linear unabhängig. 


Es ist r(t(&)) = m; 117°(«) ist. eine reguläre Matrix. 


| 
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a 
Für die Zeilen (17’(«)). der Matrix La) e gilt . 


m für k#+i 
gem h ’ 
= 5 + ae, für k=i. 


Betrachten wir das Produkt ar %e)-A=B= = Breuer, m, so erhalten wir für das 


‚Element ß,., mit den Indizes k’, k 


= TR ei Se = low, für K’#+i, 
IBrullı.ı = (5 (a = R Ba A Ines 
(&, + &E,) ä, = lan + al fü X’ = 


Es ist also Pk = &x + % & und Par = x für k’ + i. 


Die Matrix 1\’(&)- A entsteht aus der Matrix A durch Addition der mit & multi- 


_ plizierten j-ten Zeile zur i-ten Zeile. 3 


“ 


Entsprechend beweist man: 


Die Matrix A: ti7(&) entsteht aus der Matrix A durch Addition der mit & multi- 
plizierten i-ten Spalte zur j-ten Spalte. 
Wir verweisen abermals auf das Beispiel 7°. 


Da 17(«) für jedes m eine reguläre quadratische Matrix ist, ergeben sich die Aus- 
sagen 3 und 4 von Satz XI. 


Die im Satz XII unter 1—4 genannten Operationen verwenden wir ee 


mung des Ranges einer gegebenen Matrix A. Sind alle Elemente x, = 0 


(G=1,2,.,n;l’=1,2,..., ”), so besitzt die Matrix offenbar den Rang 0. Wir 
können also annehmen, daß ein Element «,;;, # 0 ist. Dann vertauschen wir die io-te 
Spalte der Matrix 4 mit der ersten Spalte und die ig-te Zeile mit der ersten Zeile. 
Die so erhaltene Matrix bezeichnen wir mit A’ = |: -ıl|la.n- Es gilt 


a = Kst +0; Ki = 6 Kl = Syio Kidio = On 


’ ’ r .. - . 
u =, el: für ish, 

f3 [2 .. A. .’ 
Kypı > Kris Kirig = Ayı für = 1, Io, : (14) 
Kr = a für i$Lo und ’+li 


(=12.,n tl =1,2,..,n). 


’ 
Für i’= 2,3, ...,n’ addieren wir nun sukzessive die mit yl? = en ‚multiplizierte 
Ki 
erste Zeile der Matrix A’ zur i’-ten Zeile. Die gewonnene neue Matrix bezeichnen 
wir mit A” = | la „, und für ihre Elemente gilt‘ 
er = ou Gi =1,2,...,n), } 
eyPrauta bez... 


G) «) ’ ‚ 2 ur 
&yı =Yyr -oı +1 = Or +0, =0 (i = 2,3, RN), 
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die Matrix A® besitzt die Form 
DD. .@ 

&ıı &ı2 Ey &ın 
4» 10 622 BR? 


0. 
Sind alle Elemente a? =0 (= 2,3,...,n;i’=2,3,...,n), so ist der Rang der 
Matrix 4 und damit der Rang der Matrix A Be 1. In diesem Fall ist unsere 
Aufgabe gelöst. 
Wir nehmen nun an, daß ein Element of/}, +0 ist(2<i, <n,2<ij <n’). Dann 
vertauschen wir in der Matrix 4 die i,-te Spalte mit der zweiten Spalte und die 


ij-te Zeile mit der zweiten Zeile. Für die Elemente der entstehenden Matrix 
A» = N lo? gilt 
ne 


4 Re) (1) a)_ a a) _ „a 
%22 = Or, F 0; Rz, — uns ou 2 OA: Km, 7 &22> 
09) (69) a a 
= in u P=a für #24, ae 
(68) a) 168) UV ar; ; 16 
%r2 =, a, = für ’ +20, 
rt) > 1 5 N B 2 
ae für i$23i und ’ +2 
(=12,.,n;lV’=1,2,..,n). 
Insbesondere ist 
ol +0 und ai=0 (=2,3,..,m). 
; a 
Für ’=1,3,..,n addieren wir sukzessive die mit yi = — re multiplizierte 
22 


zweite Zeile zur i’-ten Zeile. Für die Elemente der neu gewonnenen Matrix, die wir 
mit AD = ol n,n bezeichnen, erhalten wir 


(2) (1) > 
&3 = Ki (i = 1, 2, ..., n), \ | 
2 2 1 4 . 
Pe G=l2..ni=1,3,..,m), N 
2 2 1 „1 1 1 . 
DDP el,..,M. | 


Da die Elemente der ersten Spalte bei dem durchgeführten Prozeß unverändert 
bleiben, besitzt die Matrix 4 die Form 


2 
NP 0.02... a2 
(2) _(2) (2) 
a» 1) &22 A23 +. Kan 
- 2) a2) Pr 
0 %33 ... %3n 


©::© 


& & 
h nz 5 Open 


8 Boseck 
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Dabei ist «2 + 0, 052 + 0. Ist eines der Elemente «2 (= 3,.,n;i=3,...,n) 
von Null verschieden, so können wir unser Verfahren abermals anwenden und erhalten 
eine Matrix 4° der Form 


PO 
3 3 3 
0 «a z N rule a 
49-10 0 33 EN 8 
j 3) 3 
0.0 0 av N 
n San & 3) 
0 0 Ö Opa *+- pn 


in der a) +0,02 + O0 und aS? + 0 ist. 
Setzen wir das angegebene Verfahren so jcise fort, bis eine weitere F ortsetzung ı un- 
möglich ist, so erhalten wir als Ergebnis eine Matrix A” der Form 


(r) 


102) 


en 0 0.0 a &ım 

0 0 On 

00 E: 00 
AP =|0 0 6 ee 0 EN a 2. DD) 
"10.0 0.0 omas . 

0 00.0.0009 ) 

000. 0 0 f) 0 


in der die „Diagonalelemente“ a; + 0 sind Ü = 1,2, ..., 


Matrix sukzessive die mit y,.;, = 


: D 


2 Op 
& en 
af 


+, 


„p’=]l, Da: 


r). Addieren wir in dieser 


‚r) multiplizierte 


i’-te Spalte zur i-ten Spalte und bezeichnen wir die neu gewonnene Matrix mit 


DV = = |Iaı- * 


( 
Rp 
.Oye = 
0. 


I * Örrillar.n, in der alle Elemente, die nicht in der sabenannan 
Hauptdiagonale stehen, gleich Null sind, nennt man Diagonalmatrix. Sie besitzt die 


. Eine Matrix DV = 


Örillar,n, so gilt 


für "=1,2,...,r, 
sonst. 


Form x 0° 0 00..ol 
0%... 0.00..0 

pn _|e 0 one 
00 ..0 0... ol 
00..000..0 
00 000.0 
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und der Rang der Matrix D“ ist gleich r. Nach Satz XIL ist r = 'r(D”) = r(4), und 
unsere Aufgabe, den Rang der.Matrix A zu bestimmen, ist gelöst. 


Bemerkung. Wir weisen den Leser darauf hin, daß sich das angegebene Verfahren noch ver- 
einfacht, wenn man nur-am Rang der Matrix A, nicht aber an der Diagonalform D® interessiert 
ist. In diesem Fall genügt es, durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten, zweiten usw. Zeile 
zu den folgenden Zeilen die Elemente unterhalb der Hauptdiagonale zu Nuli zu machen. Als 
Ergebnis erhält man eine sogenannte „Dreiecksmatrix‘ (vgl. (18)), in der oberhalb der a}, ...., 
&® von Null verschiedene Zahlen stehen können. Der Rang dieser und damit der ursprünglichen 


Matrix ist wiederum gleich der Anzahl der von Null verschiedenen Diagonalelemente: 


*Am Anfang.dieses Abschnitts haben wir die auf die Mätrix.A zur Bestimmung ihres Ranges an- 
gewandten Operationen 1-4 von Satz XII durch die Multiplikation der Matrix A mit regulären 
quadratischen Matrizen von links bzw. rechts beschrieben. Betrachten wir. das Besetuldene Verfahren 
noch einmal unter diesem Aspekt, so ist 

A'= sy A’ Sin 
Ferner ergibt sich 

Aa» Een e MORDRE BE ale? DD). A. 
Entsprechend ist im nächsten Schritt 

AU — si . am. s@ 


und - 
AD = I IR eye %). Re ID). A® usw. 


Setzen wir die verschiedenen Gleichungen ineinander ein, so erhalten wir eine Gleichung der Form 
AP = C'-4-C". 
In dieser Gleichung ist die Matrix C’ ein Produkt von Matrizen der Form 0 I) und se 
die Matrix C’’ ein Produkt von Matrizen der Form u ist. Es gilt 
C = le YO). ee? 9): ee? Gr, AN): Dr + A LO») 


», während 


brri, r 71) betr 
N R “ 1 n’ 1 
zu se Bi yd DD)... ji y E4 
Br {n) (n) 
C"= Si Si, "Indy" 


Für die Matrix D erhalten wir entsprechend 
i DV = Am: KO, +) © mn) " 1 W@2,r+1) ER: 2 ) m A RLG 20) = m: 
Setzen wir i j j 
C=c"- m aQ@ı,rHı) ar GE; 
so erhalten wir 
DP=C'-4:C. 


Die quadratischen Matrizen C’und Csind als Produkte von regulären quadratischen Matrizen selbst 


regulär. Wir fassen dieses Ergebnis in dem folgenden Satz zusammen: 


XII. Zu jeder Matrix A vom Typ a, n) gibt es zwei reguläre quadratische Matrizen C' und C, so 
daß das Produkt 


D=C'.4:C = a9) 
eine Diagonalmatrix ist. : 


Wir bemerken abschließend, daß sich das geschiiderte Verfahren zur Bestimmung des Ranges 
- der Matrix A auch zur Berechnung der Matrizen C’ und C verwenden läßt., 


Fr 


° 
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9°, Als Beispiel betrachten wir die Matrix 


0.1 2 1 30 
024 2 01 
A=|j1 1 2 1 90 
200 0-22 
3-2-4-2 41 
Zunächst vertauschen wir die dritte und die erste Zeile, was einer Multiplikation mit der Matrix erg 
von links entspricht: 1122199 


Wir addieren die mit — 2 multiplizierte erste Zeile zur vierten Zeile und die mit —3 multiplizierte erste 
Zeile zur fünften Zeile. Das entspricht einer Multiplikation mit der Matrix a): 1-2 von 


links: 11 21090 
.j0 2 4 2 01 
AP = - 3). D-2-.4, AP=-|0 ı 2 1 30... 
0.-2 -4 -2 -20 2 - 


0-5 -10-5 -231 
Für ein bequemeres Rechnen vertauschen wir in dieser Matrix die zweite und dritte Zeile: 


1,1 2190 
01 2130 
ADD. AW-I0 2 4 2 oill. 
h 0-2 -4 -2 -202 
0-5 -10-5-231 


“ Wir addieren die mit —1 multiplizierte zweite Zeile zur ersten Zeile, die mit —2 multiplizierte zweite 
Zeile zur dritten Zeile, die mit 2 multiplizierte zweite Zeile zur vierten Zeile und die mit 5 multipli- 


N 


& 


zierte zweite Zeile zur fünften Zeile: 1000. 60 
0121 30 
= 1965)- 20): 1 2)- 12 1)- am, aD = 110 0 o 0—- 61l. 
0000-142 
0000-81 
In dieser Matrix vertauschen wir die dritte und sechste Spalte, was einer Multiplikation mit.s$ von 
rechts entspricht: 1000 6 ol: 
0101 32 
Az 42:8, 42=|0010- 60]. 
0020-140 
0010-380 
Wir addieren die mit —2 multiplizierte dritte Zeile zur vierten Zeile und die mit —1 multiplizierte 
dritte Zeile zur fünften Zeile. Dann gilt 1000.60 
0101 32 
AP =1 - 1): 12 2),-4®, A® =-10010 —6 Ol. 
0000-20 


0000-20 


Schließlich vertauschen wir die vierte und fünfte Spalte und’addieren die mit 3 multiplizierte vierte 
Zeile zur ersten Zeile, die mit 3/2 multiplizierte vierte Zeile zur zweiten Zeile, die mit —3 multipli- 
zierte vierte Zeile zur dritten en die mit —1 multiplizierte vierte Zeile zur fünften Zeile und er- 
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halten: 100 000 
010 012 

AP = 1-1): 1-3: 19 (3/2) - WO) (AP. AP =1001 000). 
1000-200 


000 006 


Damit bricht unser Verfahren-ab, und wir können feststellen: 
Der Rang der gegebenen Matrix ist gleich 4. 
Addieren wir noch die mit —1 multiplizierte zweite Spalte zur fünften Spalte und die mit —2 | 

multiplizierte zweite Spalte zur sechsten Spalte, so erhalten wir eine Diagonalmatrix: j 

| 


100 000 . 
010 000 
2 - A911): 128 -2, D®=|001 000|.. 
000-200 
*Es gilt ö 000 000 
D®=C'.4:C, ig 
‚und es ist ’ 


=. 2-2, 
= -012-I12OI) PD D-12912) 12) 12-2 
x DITED 


8. AUFGABEN 


1. Es sei V = 2 der zweidimensionale Vektorraum der komplexen Zahlen. Ist xe Yunda = a+iß 
eine komplexe Zahl, so ist durch die Gleichung A,x = a x eine lineare Abbildung von P in sich 
‚erklärt. Man berechne die dem Operator A, zugeordnete zweireihige quadratische Matrix, wenn 
8=- {, i} als Basis in V gewählt wird. 

2.It V=R", so sind ‘durch die Gleichungen Al&ı, &, --, = = (1,82, -,&n-1) und 
BEL, E23. &) = (Eas &a5 ---, &,) lineare Abbildungen von R" in R"-1 definiert. Man bestimme die 
Matrizen dieser Abbildungen in bezug auf die KansnEee Basis On = feı, E25 -- &n} von R" und 
On-ı ar fi, e23  &n-1) von R"1, ; 

3. Man bestimme die Matrizen 

” % &,uı und g, = >> @irl,t 
di=1 : d=1 


wobei &; € £n,n @',i=1, 2, ..., n) die in Nr. 3 angegebene Basis des linearen Vektorraumes £n,n 
ist. Man berechne die Produkte 


Im = =fi EEE Em = gi= EB “8, und A fm: Im‘ B, A’ Ems Em" B 


I Em 
für eine beliebige Matrix A= l&esla,n bzw. B= Bier In,nr- 
4. Eine Matrix vom Typ (n’, n) ist dann und »ur dann regulär, wenn ihr Rangr=n=<n’ ist. 


5. Eine zweireihige quadratische Matrix ist genau dann regulär, wenn a; 1 - &22 — &ı2 "a1 #0 ist. 


E3 
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6. Man beweise durch vollständige Induktion: Ein Produkt von m regulären n-reihigen quadrati- 
schen Matrizen ist eine reguläre n-reihige quadratische Matrix. 


T; Ist V ein n-dimensionaler linearer Vektorraum und 8 = fx, A SRRER x} eine Basis von V, so 
sind die Vektoren j j 


Yı = Hk Fr &zıX2 rt mins 


ererrerreene len nern 


dann und nur dann linear unabhängig, wenn r(llou la,m) = m ist. 
8.* Man berechne die Matrizen C und C’ aus dem Peel >. 


9. Man bestimme den Rang der Matrix 
od odad os 

\ 2 020% o2|]. 
&ı &2 &3 X 


ıı 11 


10. Ist A = |&rlar,n eine gegebene Matrix, so ist die durch 
B n 4 n ER 
Aldi; ., &) = (£ Air &, .. & in &) 
" 1 % = 


definierte Abbildung 4 eine lineare Abbildung von R" in Re, 


810. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 


1. EINLEITUNG 


In den beiden vorhergehenden Paragraphen haben wir die linearen Abbildungen eines 
linearen Vektorraumes V in einen anderen untersucht und dabei die Bilder von Vek-. 
toren aus V im Bildraum V’ ‘beschrieben. In diesem Paragraphen behandeln wir 
die umgekehrte Fragestellung. Von einem Vektor des Bildraumes ausgehend, fragen 
wir nach Möglichkeiten zur Beschreibung derjenigen Vektoren des Urbildraumes, die 
durch eine gegebene lineare Abbildung auf den gegebenen Vektor abgebildet werden. 
Dieses Problem führt im Fall endlichdimensionaler Vektorräume auf die Frage nach 
den Lösungen linearer Gleichungssysteme. Die Lösungstheorie der linearen Glei- 
chungssysteme ist für alle Zweige der Mathematik und ihrer Anwendungen von großer 
Bedeutung. 

Auf der Grundlage der in den $$ 8 und 9 gewonnenen Kenntnisse über die linearen 
Abbildungen wird die Frage nach den Lösungen linearer Gleichungssysteme erschöp-. 
fend behandelt. Im letzten Abschnitt erläutern wir den nach GAuss benannten und 
aus der Sicht der modernen Rechentechnik besonders zweckmäßigen Algorithmus 


zur Berechnung der Lösungen eines linearen Gleichungssystems. 
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2.LINEARE VEKTORGLEICHUNGEN 
UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 


Es sei A es/(V, V’) eine gegebene lineare Abbildung des Vektorraumes V in den 
Vektorraum V’ und x, e V’ ein fester Vektor. Unter der linearen Vektorgleichung 


AX=X% ME En ; (1) 


verstehen wir die Frage nach denjenigen Vektoren xeV, die durch die Abbildung A 
auf den Vektor x\, eV’ abgebildet werden. Diese Vektoren nennen wir Lösungen der 
linearen nn (). . 


Der Punkt über dem Gleichheitszeichen soll uns dabei daran erinnern, daß es sich hier nicht 
um eine Gleichung im üblichen Sinne, sondern um eine Frage nach Vektoren xeY. handelt, für 
die (1) eine: GEISHURg wird. > 


Sind Y und V’ endlichdimensionale Vektorräume der Dimensionen n bzw. n', so 
m wir ‘die lineare Vektorgleichung (1) folgendermaßen umformen: Es sei 

= {X1, %2, ...,.x,} eine Basis von V und ®’ = {x}, %, ..., } eine Basis von V’. 
an x einen Vektor aus V, der der Gleichung (1) GeiDat, also eine Lösung der 
Slanpne (1) ist: 


Ax=x, (') 
so betrachten wir seine Darstellung als Linearkombination der Basisvektoren von V: 
= + tr 
Dann ist . 
Ax = &,Axı + &Ax2 + + &ARn. 
Die Bilder Axı, ..., Ax, der Vektoren aus ® können wir in der Form 
Ax, = 0 +2 + + me (= 12...) 


durch die Bäsisvektoren von V’ u dEucHen. und erhalten bei Neanune | des Sum- 
menzeichens die Gleichung 2 


Durch Anwendung des verallgemeinerten distributiven Gesetzes ergibt sich 


ee (Far a). 


v’=1 \i=s1 


Diese. Gleichung hat folgende Bedeutung: Sind &,, &2, ... &, die Koordinaten des 
Lösungsvektors x in bezug auf die Basis ® und ist A = lorslla,,n die der linearen Ab- 
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bildung A bezüglich der Basen ® und ®' zugeordnete Matrix, so sind 


n 


. n 
93 uk 2 LITRE TERRRER 3 ni 
i=1 i=1 


die Koordinaten des Vektors Ax in bezug auf die Basis . 

Bezeichnen wir die Koordinaten des Vektors x, in bezug auf die Basis ®’ mit 
Bi» B2> +--» Bar, so folgen aus der Gleichung (1’) und der Tatsache, daß die Koordi- 
naten eines Vektors in nr auf eine feste Basis eindeutig bestimmt sind, die. Glei- 
chungen 


% hehe Üel,2,..., n‘). - (2) 


Unter einem linearen Gleichungssystem 


2 Kr & = Br: @’ ee 1,2, ..., n) (2) 
oder, ausführlicher geschrieben, _ 
rd tat + &ın" En = ßı> 


Hd tan et ta ine hr, 3 (2) 


[Car Bar zur Zur ur ur er er zu er er se ee EEE re 


ini ‘& + Onı2 2 rs Kun“ En = Pr 


verstehen wir die Frage nach allen n-tupeln (£,, &;, ..., &,) von reellen Zahlen, für die 
2 Kıı ‘£, = Br @ =1,..., n‘) j (2’) 


ist. Diese n-tupel heißen Lösungen des linearen Gleichungssystems (2). Wir haben fest- 
gestellt, daß jeder Lösung xe V der linearen Vektorgleichung (1) eine Lösung 
(Eis &2: -.., &,) des linearen Gleichungssystems (2) entspricht. Dabei sind E, ,E2, ..., &u 
die Koordinaten des Lösungsvektors x in bezug auf die Basis B; A = lol nn All 
ist die der linearen Abbildung A bezüglich & und 3’ entsprechende Matrix, und 
Bis --- Bn- sind die Koordinaten des Vektors x, bezüglich ®'. 

Man überzeugt sich unschwer, daß die obigen Überlegungen umkehrbar sind: Ist 
(Ei: &2> -.., &n) eine Lösung des linearen Gleichungssystems (2), so ist 


= rom + +rimeV 


eine Lösung der linearen Vektorgleichung (1). Dabei ist A gleich der durch die Matrix. 
A bezüglich der Basis ® von V und ®' von V’ definierten linearen Abbildung und 
x = Pırı + Bar + + Burn € V’ zu setzen. 

Die Matrix A= Maul. heißt die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungs- 
systems (2), das n’-tupel 07E Bas: 2. Bm) seine rechte Seite. 


* 
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Ist (&,, &2, ---, &,) eine Lösung des linearen Gleichungssystems (2) und bezeichnet £ die zuge- 
ordnete Spaltenmatrix - 


& ß, 
z 2 und 5’ die Spaltenmatrix 5’ = Rz 2 
E, Br 
so lassen sich die n’ Gleichungen (2') in einer einzigen Matrizengleichung zusammenfassen. 
A-i=P. SA 2 “ 


Das lineare Gleichungssystem (2) läßt sich als Zineare Matrizengleichung 
A:k=b \ 6) 


schreiben. In manchen Fällen erweist sich die Matrizenschreibweise für das lineare Gleichungs- 
system (2) als besonders zweckmäßig.!) 


Wir haben zwei äquivalente Formulierungen für das in der Einleitung genannte 
Gleichungsproblem gewonnen: 


I. die Frage.nach allen Vektoren xeV, für die 


Ax = Xo (1) 5 


ist; 
2. die Frage nach allen n-tupeln (£, , &;, ..., &,), für die 
Z& Kr 27 = Br @ > 1, 2, N) . (2) 


ist. 


In den folgenden Abichiktien werden \ wir uns der beiden angegebenen Formulie- - 


rungen bedienen. 

Die Frage nach den Lösungen einer linearen Vektorgleichung oder eines linearen 
Gleichungssystems unterteilen wir in drei Teilfragen, die in den folgenden de Ab- 
schnitten getrennt behandelt werden: 


.1. Die Frage nach der Existenz von Lösungen. 
2. Die Frage nach einer Übersicht über alle Lösungen. 
3. Die Frage nach einem Verfahren zur Berechnung von Lösungen. 


3. DIE EXISTENZ VON LÖSUNGEN 


Die Frage nach der Existenz von Lösungen läßt sich für die lineare Vektorgleichung(1) 
auf Grund der Ausführungen von $ 8 sofort beantworten. 


I. Die lineare Vektorgleichung Ax = x) ist dann und nur dann lösbar, wenn x, e AV 
ist. 


1) Vgl. hierzu auch die Bemerkung auf S. 124. 
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Um hieraus Lösbarkeitskriterien für das lineare Gleichungssystem (2) zu gewinnen, \ 

“ müssen wir die Aussage x), e AV näher untersuchen. 
. Nach $8, Nr. 5 bilden die Vektoren y} = Ax,, ..., y, = Ax, ein Erzeugenden- 

system für den Vektorraum AV. Der Vektor x; ist ‚also dann und nur dann aus AV, 

wenn er von den Vektoren y}, ..:, y, linear abhängig ist: x, e {y1 935 ---» Yad)- 
Betrachten wir die reguläre Abbildung ®’ = d, "5. von V’ auf Dr; die jedem 

Vektor aus Y’ die Spaltenmatrix seiner Koordinaten zuordnet, so gilt 


Ki j ßı 
= | |-&, 2a) =|R|-# G=1,2..m. 
ri Bu : 


Der Vektor x, ist dann und nur dann von den Vektoren y; , y; . ..., 9„ linear abhängig, 
wenn die Spaltenmatrix 5’ von den Spaltenmatrizen 4, 45, ..., 4, linear abhängt: 
b’ e L((& , 43, .., u). ; 9 


Berücksichtigen wir, daß die Spaltenmatrizen. 4(=]|], 2,. .„n) die Spalten der 
Koeffizientenmatrix A = ||&,:||n,n des linearen Gleichungsiysteme (2) sind, während 
b’ die von der rechten Seite dieses Gleichungssystems gebildete Spalte bezeichnet, so 
erhalten wir aus dem Satz: 


I. Das lineare Gleichungssystem 


SE 


hehe FELL) . 0) 


i=1 


ist dann und nur dann lösbar, wenn die von der rechten Seite gebildete Spalte b' von den 
Spalten ä\, ä}, ..., &, der Koeffizientenmatrix A = ||&illn-,n linear abhängig ist. 


Diese lineare Abhängigkeit können wir auch in der Form 
dim L({di , 63, ..., @n, 6’}) = dim (fd ,&3, ..., &n}) 
ausdrücken. Bezeichnen wir mit |, Br-In-,n+1 diejenige Matrix, die wir r erhalten, 
wenn wir die Matrix A = .||&-:||n.,„n um die Spalte 5’ ergänzen, 


Aıı Kı2 +-- Kın ßı 
Iris Bellwngs = oz 822 © an Pal, 
Opıı Opı2 «+ nn Br 


"so ist:nach Definition des Ranges einer Matrix 
dim L(ä} ö;, 2 dr, by) = r(lors, Brlla,n+ ı) 
dim Lfd ,d2, ..,4Y) = r(A), 
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und wir erhalten den Satz von KRÖNBeKE Chbeini 


III. Das lineare Gleichungssystem 


ist dann und nur dann lösbar, wenn 
ren Belle,n+ı) = 7A) . | 0) 
ist. 


Häufig nennt man die Matrix lay:, Pirllar,nsı die große Koeffizientenmatrix des 
linearen Gleichungssystems (2), während die Matrix A = |, .||n-,n dann zum Unter- 
schied als kleine Koeffizientenmatrix bezeichnet wird. 


- III’. Das lineare Gleichungssystem (2) ist genau dann lösbar, wenn der Rang der großen 
EONAIENMAND. mit.dem Rang der kleinen Koeffizientenmatrix übereinstimmt. 


" Durch das in 89, Nr. fL angegebene Verfahren zur Bestimmung des Ranges einer 


Matrix sind wir in der Lage, das im Satz III formulierte Kriterium für jedes gegebene 
lineare Gleichungssystem nachzuprüfen. . 


Zum Abschluß der Untersuchungen zur Frage 1 betrachten wir noch. einige 


Spezialfälle. 

‘Man .spricht.-von. einer homogenen linearen Vektorgleichung bzw. von einem 
homogenen linearen Gleichungssystem, wenn x, = 0’ ist bzw. alle f,=0 
@=12,.,n)sind 


Ax= 0, Es fr day) 


’3 PORT = 0 (' = 1, 2, ..., a). s (2°) 


Andernfalls nennt man.die lineare Vektorgleichung (1) bzw. das lineare Gleichungs- 
system (2) inhomogen. Aus den bisher bewiesenen Sagen I, u und ul Dielee: 


IV. Eine homogene lineare Vektorgleichung 


Ax = 0' ar Be e Ba, a) 


bzw. ein homogenes lineares Gleichungssystem 
2 Mu ” 
Your &=0 "=12,...n) on Erg (2?) 
i=1 a 
ist stets lösbar. 


‚ Die Lösung x = o der homogenen linearen Vektorgleichung (1%) bzw. die Lösung 
Ash =&,=0 des homogenen linearen SRNDENED (2°) nennt man 
die triviale Lösung. 


Yorbeh @=1h2..M) A 
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Als weitere unmittelbare Folgerung aus den Sätzen I, II, III erhalten wir: 


V. Ist A eine lineare Abbildung von V auf V’, so ist die Gleichung 
Ax= x j : (1) 
für jedes x, e V' lösbar. 
Istn' <nundr(A) = n‘, so ist das lineare Gleichungssystem 


Z Kiki = Br =1,2,...,n‘) . ä (2) " 


für jede rechte Seite lösbar. 


4. DIE STRUKTUR DER LÖSUNGSMENGE 


Als nächstes beantworten wir die Frage nach einer Übersicht über alle Lösungen 
einer linearen Vektorgleichung (1) bzw. eines linearen Gleichungssystems 2. Aus 
88, Nr. 2, Satz III erhalten wir: 


VI. Ist die lineare Vektorgleichung | 
Az Eu D: 


lösbar, so bilden ihre Lösungen eine lineare Mannigfaltigkeit M,, im Vektorraum V. 
Bezeichnet x, eine Lösung, so ist M,, = x + A’'{o'}. 


Für die Differenz zweier Lösungen x, und x, gilt also Alxo — xı) = 0’. Die. 
homogene lineare Vektorgleichung 


Ax = 0' ws (1°) 


. heißt die zu (1) gehörende homogene lineare Vektorgleichung, wenn A in beiden Fällen 


die gleiche lineare Abbildung von V in V’ bezeichnet. 
Als Folgerung aus Satz VI ergibt sich: 


VH. Zwei Lösungen der inhomogenen linearen Vektorgleichung (1) unterscheiden 
sich um eine Lösung der zugehörigen homogenen linearen Vektorgleichung. 


Ferner erhalten wir den Satz: 
VIII. Die Lösungen einer homogenen linearen Vektorgleichung 
Axzo er (1%) 


bilden'einen linearen Teilraum W=A -1{g'} von V. 
Die homogene lineare Vektorgleichung (19) besitzt dann und nur dann eine nicht- 
triviale Lösung x + 0, wenn die lineare Abbildung A nicht regulär ist. 
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Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum, so ist die Dimension des Lösungsraumes W 
der homogenen linearen Vektorgleichung (1°) gleich d= n — r. Die Lösungen der in- 
homogenen linearen Vektorgleichung (1) bilden eine d = (n — r)-dimensionale lineare 
Mannigfaltigkeit. 


1%.* Die gewonnenen Ergebnisse besitzen eine wichtige Anwendung in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. Wir erinnern den Leser an die auf dem linearen Vektorraum D,(&o, Bo) er- 
klärten linearen Abbildungen D’ # = 0,1, ..., n) (vgl. $8, Nr. 4, 17°). Sind &0, &, +--» On gegebene 
reelle Zahlen, so ist 


A=0&0D" +0, D"!+ + 0.,D! + 0,D° 


eine lineare Abbildung von D,&o» Bo) in Do(&o, Bo). Ist glt) € Dol&a, Bo) eine gegebene Funktion, 
so bedeutet die lineare Vektorgleichung j j 


At) = gl) 


die Frage nach Se n-mal stetig differensierbaren Funktionen fi va auf dem Intervall [&o , Bol, 
für die . 


n-1 


+ 


+ tan Er + a = g(t) 
ist. Man spricht in diesem Fall von einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung mit kon- 
stanten Koeffizienten. Aus den Sätzen VI-VIIl folgt: 


Die Lösungen einer linearen Differentialgleichung bilden eine lineare Mannigfaltigkeit. 

Zwei Lösungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung unterscheiden sich um eine Lösung 
“ der zugehörigen homogenen linearen Differentialgleichung.. 

Die Lösungen einer homogenen linearen Differentialgleichung bilden einen linearen Vektorraum.. 


Als Anwendung unserer allgemeinen Überlegungen haben wir einen Überblick über die Gesamt- 
heit der Lösungen einer linearen Differentialgleichung gewonnen. , 


Die Sätze VI- VII lassen sich unmittelbar auf ein lineares Gleichungssystem (2) 
‚übertragen. Dazu betrachten wir die durch die linke Seite des linearen Gleichungs- 
systems 


Tanbaß W=13..,n) 0 


i=1 


‚definierte lineare Abbildung A von R® in R": 
2 n n n 
Ad, 2...) = 2 Ru'ä , IS PER TPRBRER Sal). a 
: i=1- i=1 i=1 yÄ 


Die Lösungen des linearen Gleichungssystems (2) sind offenbar diejenigen r-tupel 
(Eis &2, ... &,)» für die ; 


A, &2, ... &) = (Bi; ß2> Be } ß ) 
gilt; diese n-tupel bilden das vollständige Urbild AlBr» Bas + Bad} 


{ 
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IX. Ist das lineare Gleichungssystem' 
Sa: Be Eli... a). 
i=1 x . De 


lösbar, so bilden enelönnigen eine lineare Mannigfaltigkeit der Dimension ds =n-r 


(r 7 r (|; illa- .)) im R". 
Zwei Lösungen des inhomogenen linearen. Gleichungssystems (2) unterschöiden sich 


um eine Lösung des zugehörigen homogenen linearen Gleichungssystems.. Dieses ent- 
steht aus dem gegebenen linearen Gleichungssystem, wenn man alle ß,=0° 
(’=1,2,..., n') setzt. 


X. Die Lösungen eines homogenen linearen Gleichungssystems 
Vor &20 (= 1,2,..,m) | (2°) 
i=1 i 


bilden einen linearen Teilraum der Dimension d= n — r des R". Das homogene lineare 
Gleichungssystem (2°) besitzt dann und nur dann eine nichttriviale Lösung, wenn ‚der 
Rang r der Koeffizientenmatrix kleiner als n ist. 


Als Folgerung aus den Sätzen VII—-X erhalten wir.ein Kriterium, wann eine in- 
homogene lineare Vektorgleichung (1) bzw. ein inhomogenes lineares Gleichungs- 
system (2) nur eine einzige Lösung besitzt: 


XI. Die inhomogene lineare Vektorgleichung 
Ara on Be 


bzw. das inhomogene lineare Gleichungssystem 
= IuneT = ßi = 1, 2uies, rn‘) x i (2) 
i=1 


besitzt genau dann eine einzige Lösung, wenn die lineare Vektorgleichung (1) bzw. das 
lineare Gleichungssystem (2) lösbar ist und.die zugehörige homogene Vektorgleichung 
Ax = 0’ a9. 


bzw. das zugehörige homogene Gleichungssystem | 


DM: 


[I 


Kid = 0 (@' = }; 2, ..., n‘) BE e & i (2°) 
i=1 


nur die triviale Lösung besitzt. 
Zum Abschluß. dieser Überlegungen machen wir darauf aufmerksam, daß wir durch die Sätze _ 


VII-X die Möglichkeit erhalten haben, lineare Teilräume sowie lineare Mannigfaltigkeiten in einem 
linearen Vektorraum als Lösungen von linearen Vektorgleichungen oder linearen Gleichungssystemen 


“ zu beschreiben.!) 


1) Vgl. hierzu $2, Nr. 4, 5°. 
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2°. Erinnern wir uns der in 83, Nr. 3 angegebenen Zusammenhänge zwischen den linearen 
Mannigfaltigkeiten des R? und den Punkten, Geraden und Ebenen im Raum, so ist unschwer.ein- 
zusehen, daß die Beschreibung linearer Männigfaltigkeiten durch lineare Gleichungssysteme eine 
der Grundlagen der analytischen Geometrie des Raumes, d. h. der analytischen oder besser algebra- 
ischen Beschreibung von Lagebeziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen im Raum ist. 


*Wir weisen darauf hin; daß aus den Überlegungen von $8, Nr. 6 folgt, daß jeder Teilraum eines 
linearen Vektorraumes durch homogene Gleichungen beschrieben werden kann. Dann läßt sich aber 
auch jede lineare Mannigfaltigkeit in einem linearen Vektörraum als Lösungsmannigfaltigkeit in- 

homogener linearer Gleichungen beschreiben.!), 


5.DER GAUSSSCHE ALGORITHMUS 
ZUR BERECHNUNG VON LÖSUNGEN 


Es bleibt die Frage nach der Berechnung der Lösungen eines linearen Gleichungs- 
systems (2) zu beantworten. Das im folgenden geschilderte Verfahren zur Berechnung 
der Lösungen eines linearen Gleichungssystems (2) ist dem in 89, Nr. 7 angegebenen 

Verfahren zur-Bestimmung des Ranges einer Matrix analog. Beide Men werden 


: häufig Gaußscher Algorithmus genannt. Es sei zunächst (£, , &, -.., &) eine Lösung 


des linearen Gleichungssystems (2). Wir schreiben die linearen Gleichungen 


u 


e 


in der ausführlichen Form 
Shit et tom in ßı, 


&sı'dı + &22'E + ech Kann = B2; 
a ehe free | (2) 


nr di +oöwa'&, + tr Onm' Eh Bi 


Unter den Koeffizienten &;-; i=1, 2, = L, 2,. .„n’') wählen wir einen von: 


Null verschiedenen: «&;;,, # 0. Dann a wir E,, mit &, sowie die erste und 
ig-te Gleichung. Wir erhalten 


rhtrertrr to ehh 
IEBE Sue u 70T Ye ans e 70aT Hey 
tet the 
undesist as 
ee art: hr für ieh 
Bı=ßi, By=ßi; Pr = Pr für +1, io. 


1) Vgl. hierzu auch $ 12, Nr. 3, Sätze VI und VV. 


ch=ße (ehdum), | 2) 
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Zwischen den Koeffizienten «;-, und &,., bestehen die in $ 9, Nr. 7 angegebenen Glei- 
chungen (14). Insbesondere:ist &/, + 0. Für’ = 2,3, ...,n’ addieren wir nun suk- 


’ 
& ” . .e. [3 F7 IR: 
zessive die mit yj-’ = ——* multiplizierte erste Gleichung zur i’-ten Gleichung und 
erhalten Rı . 
(1) ar r (1) ; [€9) 
. + Br +om En =ß, 
Dip W,g _ ga) 
&22 2 + + zn En [2 ’ (2%) 
(1) ’ [69 ’ (1) 
Au2'62 Hehe: 


Die Beziehungen zwischen den Koeffizienten «S:? und &., werden durch die Glei- 


- chungen (15) von $9, Nr. 7 gegeben, und für die rechte Seite erhalten wir 


Beh; BP =. +yP- Pi W = 2,3,...,#). 


Gibt es unter den Koeffizienten «) (= 2,...,n;i’=2,...,n’) einen von Null ver- 


schiedenen, $}}, + 0, so vertauschen wir &, mit &, sowie die zweite und ij-te der 


Gleichungen (2(%) und erhalten 


ai). ser wg? :&) + a m Eure Ay u an Br>.; 
tet en a u 
& 1) 
lt, 2) 
ı : pri 
na & Haid. & 5 ar 3 ei Fi BE. ) 
Es ist 
= Ei ei el für i# 230; 
[63 1) ı 1), (1) 1) a PL : 
pr I= [A ’ fi ? = pi”; 1. = ß? für v + 2, in. 
Für die Koeffizienten «}‘;’ und x’; gelten die Gleichungen 16) von $9, Nr. 7. Es 
ist «39? + 0, und von den Gleichungen (2’%) addieren wir für i’ = 1,3, ....,n’ suk- 
+(1) 

&y ® . 
zessive die mit y/”’ = —— 7, multiplizierte zweite Gleichung zur i’-ten Gleichung 
und erhalten %22 

2 2 2 (2 
ra + & ro on = vs 


2 2 2 
+0 Den =, 
Die... d.gr  pD (2?) 


(2) Q),gr (2) 
na * 3 war En En = Pu» 
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Die Beziehungen zwischen den Koeffizienten «(? und «S) werden durch die Glei- 


chungen (17) von $9, Nr. 7 beschrieben, und für die rechte Seite gilt 
BP EP WELi.M). 


Die Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt schließlich 


N, ar? (r) ar. vr) _ 9. 
ad Kir+i “Er t er gr 1:5 
[2 u 2 zu (r) (r) mn, (r) 
&22°82 + &pır+ı" a + &an Sn nn 
[62] m, RR (rn) (r) ” _ AND (r) 
Orr ‘5 Arr+1 0, ++ +0&m° Pro 2 ) 
(r (r) (r) 
0. t te = Pr+15 


er) =. 


Dabei ist «Y} + 0, 0 +0, ..., 0 + 0, und es muß Fr = BI, =... = 0 = 
sein. ' 
Dies ist die oben abgeleitete Bedingung (Satz II) 


rl; Bla) = (lei, Bir la.naı) = rleilla,n) = TA) 
für die Lösbarkeit des betrachteten linearen Gleichungssystems. Wir setzen 
een. = 
mitd=n-— rund erhalten aus (2) 
= = By - rs‘ u-n oT | 


DD), _ Ar w)- ( 
a2 = Pr — Adırri Tr" — Ran Ta 


| 6 
EN 
' Dividieren wir die i’-te Gleichung durch «© (i’ = 1,2, ..., r), so ergibt sich 
ED =yı + Yu to + Yuan | 
Dry tYatı tt trat (MD: 


Kerr ee 


er =y tYı'Tı tert Yra Ta. 
Dabei ist 


2 | 

z ',r+ Sg PORT ER 

v7 “®, » Yıym 7 u (j= 1,2,.....d; 7 1, 2, r). 
Kpy Op : 

9 DBoseck 


+ 
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Wir ergänzen die Gleichungen (7) durch &, = en j=1,2,...,d) und erhalten 
MD oentyatıt + Yıa“ Ta, | | 
5% =Yy2 + ya +: Yıa’ Tas 


ernennen rennen. 


0) nr 
r =Yy + ya Tı ach + Yra’ Tas R e BG; (&) 
MD _ 
r+1 = [21 
03 
En Ta 


Ist (&i, 6) eine Lösung des ‚linearen. Gleichungssystems (2), so gelten die 


Gleichungen (8) für die Zahlen €’, &9°, ..., &?. Wählen wir umgekehrt für 7;, ..., Ta 
beliebige reelle Zahlen und berechnen die Zahlen &1?, Er, ...,EP aus den Glei- 
chungen (8), so können wir. alle durchgeführten Überlegungen umkehren und erhalten 
aus dem n-tupel (&°, E09, ... EP) ein n-tupel (&1,&2; ..., En), das eine Lösung des 
gegebenen linearen Gleichungssystems (2) ist. ; 

Wir weisen den Leser besonders darauf hin, daß sich die &{”,;:£%9, ..., &” durch 
sukzessive Vertauschung aus den £&,,&2,...,&, ergeben haben. Die Lösung 
(&1 82, ...,&,) des linearen Gleichungssystems (2) erhält man also aus (£? ,£9,...,e@ 
durch eine Permutation der Zahlen &1?,&%9, ...,&”. Die durch das Gleichungs- 
system nicht bestimmten 7,, Tz, ..., ta nennt man die Parameter der Lösungen des 
linearen Gleichungssystems (2). Ihre Anzähl d = n — r ist gleich der Dimension der 


Lösungsmannigfaltigkeit im Mr. 


3°, Als Beispiel berechnen wir die Lösungen (Ei, E23 Se) des inhomoögenen linearen Gleichungs- 
systems. j 


SE Eat 3-&s 0, i 
2.62 +4. 6342-84 + &=1, 
+ b+r2&+ 249% =1, 
a 2:66 +2-6=0 


3.,-2-.-4. 5-2. +44 86-0. 


Wir vertauschen die erste und dritte Gleichung: 


Sr Grat BA =, 
2.544542,  .+ ES 
+24 &+3-& =, 

2.8, 0-2.5+42-6=0, 


BERLEEDEIIEr Bel 
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Die mit —2 bzw. —3 multiplizierte erste Gleichung addieren wir zur vierten bzw. fünften Gleichung: 


++ 24 +95 -1, 

2:,+ 4542. 0 + &=-l, 

B+ 284 Br 3-5 0, 
2-6 465-266 0-65 +2-66= 2, 
-5.5-10.5-5.4.-23.85+ &6=-. 

Wir vertauschen die zweite und dritte Gleichung: 

+ + 24 + 9-5 -1, 

Br nr Br, 

2.64 4. 65 +2-& + G=l, 


2.5 4.652, —-0-85+2.&6=-2, 
-5.5—-10.5-5-.54-23-8+ &= -3. 


In diesem Gleichungssystem addieren wir die mit —1 multiplizierte zweite Gleichung zur ersten, die 
mit —2 multiplizierte zweite Gleichung zur dritten, die mit 2 multiplizierte zweite Gleichung zur 
vierten und die mit 5 multiplizierte zweite Gleichung zur fünften: 


Fe + 6-£ =1, 
& +2: tät 3.5 -0, 
-66+ &=1, 
-14.5+2-.6=-2, 
| EN ee 
Wir setzen & = 6,,8= 5,8 = 6,8 -&,8=-&swd&=&: 


& +68 =1, 
& +&+ 3.8542: &=0, 
ae a 7 Ge 

2-8 -14-.&..- Rn 
Bo - LE 0, 


Addieren wir die mit —2 multiplizierte dritte Gleichung zur vierten, die mit —1 mulaplnee dritte 
Gleichung zur fünften, so ergibt sich 


arte 1, 
8. +&,+3.5+2.&5=0 
8-6 1, 
2.5 = 4, 
2.5 =—4 
9* 
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Wir setzen & =. = 6 = = En = Eu Ei = Es und addieren die mit 3, 3/2, —3, —1 
multiplizierte vierte Gleichung zur ersten, zweiten, dritten bzw. fünften Gleichung. Dann erhalten 
wir 


H =-1, 
& +85 +26 =-6, 
& -13, 
ze 4, 
: 0=0. 


Setzen wir &; = 7,,& = Tz, so ergibt sich, wenn die vierte Gleichung durch — 2 dividiert wird, 

& 5 = —1 ’ 

=--6-n-2-7, 

H = 13, 

& ie 2, " 

& = 7, \ 

& = s T2» 
Eithh-&= 5 Pe a a 0 Bee Jeoe e Pe ee He PR ee HR & = &, und wir 
erhalten die Lösungen (&,, &2, &3, &s, &s, &s) des als Beispiel betrachteten linearen Gleichungs- 
systems in der Form 


.(-11,-6- “ = 2-72,73,7,,2,13). 
Dabei sind z,, r, beliebig wählbare Parameter. Berücksichtigen wir die Darstellung 
1,-6-%-2.7,73,1,2,13) 
= (—11, 6, 0,0, 2,13) + 71(0, -1,0,1,0,0) + 7z(0, —2,1,0, 0,0), 
so ist die zweidimensionale Lösungsmannigfaltigkeit des als Beispiel betrachteten linearen Gleichungs- 
‚systerns im R® gleich _ 
(-11, -6,0,0,2,13) + ({0, —1, 0,1, 0,0), (©, —2, 1,0, 0,0). 
Der lineare Teilraum i 
ı NM= L({®, —1,0,1,0,0), (0, —2, 1,0,0, 0) 


ist der Lösungsraum des zugehörigen homogenen linearen Gleichungssystems. 


6. AUFGABEN 

1. Man beweise folgendes Kriterium: Das lineare Gleichungssystem 
ht eh 
htm heß 


ist dann und nur dann für beliebige Pı , ß» lösbar, wenn 1 ı -&22 — &ı2 21 +0 ist. In diesem Fall ist 
die Lösungsmannigfaltigkeit nulldimensional, d. h., das lineare Gleichungssystem ist eindeutig lös- 
bar. 
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2. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem 


+8 +02-&3 =1, 
&yr&r +02.&4 =0, 

a3 .& +04 63 mb, 
üg.&, +. ul. 


Man gebe ein Kriterium für die Lösbarkeit dieses linearen Gleichungssystems an. Im Fall der Lös- 
barkeit bestimme man die Dimension der Lösungsmannigfaltigkeit und berechne die Lösungen. 

Ist &,,.&2, &3, &, eine Lösung des obigen linearen Gleichungssystems, so berechne man das Ma- 
trizenprodukt 


% &zil |jiı & « 
%&3 || |I63 &a 
3.* Es seien 


n L n 2. b \ 
Borken und Dhrkheh, =12,.,m;j=1,2 ..,n) 
i=1 ie1 


zwei gegebene lineare Gleichungssysteme und M, bzw. M; ihre Lösungsmannigfaltigkeiten im Vek- 
torraum .R". Das lineare Gleichungssystem 


n 
Z Yari u &; = I (k' Fr 1, 2, erg m + n’), 
del Ä 
für das Yyı = op; und Ye = &p für kl = 1,2, m SOWIE Ya = Brr-m,, und Ye = Be_m für 
kK=m'+1,.., m'+n' gilt, ist, dann und nur dann lösbar, wenn der Schnitt der Mannigfaltig- 


keiten Mı und M; nicht leer ist. Im Fall der Lösbarkeit ist die Lösungsmannigfaltigkeit dieses 
Gleichungssystems gleich der Schnittmannigfaltigkeit von M, und M;: 


4.* Man beweise: Jede Mannigfaltigkeit des Vektorraumes R” läßt sich als Lösungsmannigfaltig- 
keit eines linearen. Gleichungssystems beschreiben. 


.5.* Man beweise: Jede m-dimensionale Mannigfaltigkeit eines n-dimensionalen. Vektorraumes 
läßt sich als Schnittmannigfaltigkeit von n — m (n — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten be- 
schreiben. 


6. Das quadratische lineare Gleichungssystem 
s . 
\ Zanäi=ße @=12..,m 


besitzt dann ünd nur dann genau eine Lösung, wenn A = |j&,,]|n,„ eine reguläre quadratische Matrix 
ist. ; 


$11. LINEARE OPERATOREN 


1.EINLEITUNG 5 


In diesem Paragraphen untersuchen wir die linearen Abbildungen eines linearen 
Vektorraumes in sich, die wir lineare Operatoren nennen. Unsere’ Überlegungen 
führen zu einigen neuen Begriffen, speziell zu dem für die Mathematik wesentlichen 


Gruppenbegriff. Auf der Grundlage der Untersuchungen über lineare Operatoren 
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wird die im $4 offen gelassene Frage nach den Beziehungen zwischen den Koordi- 
naten eines gegebenen Vektors in bezug auf zwei verschiedene Basen beantwortet. 
Die entsprechende Frage nach dem. Zusammenhang zwischen den verschiedenen 


Matrizen, die der gleichen linearen Abbildung bei verschiedenen Basen im Urbild- 


raum und im Bildraum AeDıgnet sind, wird ebenfalls behandelt. 


2. LINEARE OPERATOREN; DER GRUPPENBEGRIFF; 
DIE GRUPPE %(v) DER REGULÄREN LINEAREN OPERATOREN 


Es sei V ein linearer Vektorraum. Ein linearer Operator A auf dem Vektorraum V ist 


"eine lineare Abbildung von Vin sich. Wir können also die in den 88 8 und 9 bewiesenen 


Sätze für die linearen Operatoren auf.einem Vektorraum V in Anspruch nehmen, 


wenn wir berücksichtigen, daß V’ = V, also AV = V ist. Das Bild des Vektor- _ 


raumes V bei einem linearen Operator A ist ein Teilraum von V. 


. Wir betrachten einige Beispiele linearer Operatoren. 


10. Es sei P,„ der Vektorraum der Polynome in einer Unbestiminten t, deren Grad kleiner als n 
ist. Die in $8, Nr. 2, 8° definierte lineare Abbildung D ist ein linearer - ‚Operator auf P,„. Es ist 


. DA=PaS Pr. E : 
2°, Ist P der: Vektorraum aller Polynome i in einer Unbestimmten t mit, reellen Koeffizienten, so 
‚sind die durch ö 


ü Dp =4,+ 2. Er u + a—-) nt, 


B 


2 = &ol a == 1; 2 et g" 
2 n 
für = 00 + Ste to ne denniesten Abbildungen D und I lineare Operatoren; auf dem 
Vektorraum.P. ER: 
30.* Die durch eine Permutation x der Zahlen 1, 2, ...., n definierte lineare Abbildung A„Wgl. & 8 
Nr. 2, 4°) ist ein linearer Operator auf dem Vektorraum R". x 
4°, Ist RM) der lineare Vektorraum der auf der Menge M. definierten len Funktionen 
und M, eine Teilmenge von IR, so erhalten wir einen linearen Operator Pi Sure die Gleichungen 
Pıx = x j 
IE | x) für a EM, 


xı(a) = 
. 0 sonst. 


Ist M;- = MM,, so ist PAR RM) = RORM), und RER.) ist ein Teilraum von RM) (vgl. $2, 
Nr. 3, 19), 

50%,* Ist D_(&0, ßo) der Vektorraum der auf dem Intervall {6%, Bol der resiien Achse definierten 
und dort beliebig oft differenzierbaren reellen Funktionen, so wird durch 


Dft)= m =f © 
ein linearer. RN D auf D_(&o, ßo) definiert. , 


6°.* Diein$ 8, Nr. 2, 7° definierte lineare Abbildung von D,(& , Po) in Du;1(@&o» Boji istein linearer 
Operator auf dem Vektorraum D,(&o Po); da Da,1(&0, Bo) ein Teilraum von D,(&o, Bo) ist. « 
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Die Menge Z(V, V) der linearen Operatoren auf dem Vektorraum V bezeichnen 
wir kürzer mit s/(V). Aus den Sätzen von $8, Nr. 3 und 4 folgt: 


I. Die linearen Operatoren auf einem linearen Vektorraum 4 bilden einen linearen 
Vektorraum SV). 

.Das Produkt zweier linearer Operatoren A,, A: € A V) ist stets erklärt, und A, A; 
ist wiederum ein linearer Operator auf dem Vektorraum V. 

Mit den linearen Operatoren auf dem Vektorraum V kann man assoziativ und di- 
stributiv rechnen, d.h., für je drei lineare Operatoren A,, As, Ase s/(V) gelten die 
Gleichungen 

(AıA2) As = PREWR, ö es DM 
(Ai + A2) As = AyAs + A2As, } 


2 
AA, + As) = A, Az + Aids. ( ) 


Wir machen darauf aufmerksam, daß für j je zwei lineare Operatoren 4 1,A2 € s/(V) beide Pro- 
dukte Aıda und A,Aı erklärt, aber im allgemeinen verschieden sind. . j 


Die beiden Distributivgesetze (2) sind noch zu beweisen, da diese Frage im $ 8 
nicht behandelt wurde. Ist xe V ein beliebiger Vektor, so erhalten wir unter Berück- 
sichtigung der im $8 erklärten Addition und Multiplikation von linearen Abbildungen 


(Aı + A) As)x = (Aı + Az) (Asx) = Ay(Asx) + Az(Asr) 
= (4,A3)x + (A2A3) x = (AA: + A2A;) x, 
(AfA2 + A))x = = A,((4, + A3)x) = Ale + As%) 
= Ay(42x) + Ar(dsx) = (A,Ao)x + (a; A;)x 
= (4,4, + A,As)x. 
Da diese Gleichungen für en xeV gelten, erhalten wir aus ihnen die Glei- 
chungen (2). 
In der Menge s/{V) gibt es zwei ausgezeichnete lineare Operatoren: Der Null- 
operator O wird durch 


Ox=o füralexeV 
.. Def. ö a 


definiert und ist gleich dem Nullelement des Vektorraumes /(V). 
- Der Einsoperator E oder die Identität wird durch - 


Ex=x für alle x € V 
Def. 


definiert. Der Einsoperator E ist eine reguläre lineare Abbildung von V auf sich, und 
für Jeden linearen Operator Ac A V) gilt 


EA=A=AE 0) 
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Zum Beweis dieser Gleichung sei xe V ein beliebiger Vektor. Dann gilt 
(EA) x = E(4x) = Ax = A(Ex) = (AE) x, 


und hieraus folgt die Gleichung (3). 

Es sei A&./(V) ein linearer Operator auf dem Vektorraum V, der den Vektor- 
raum V auf sich abbildet und als lineare Abbildung von .Y auf sich regulär ist. Wir 
nennen A einen regulären linearen Operator auf dem Vektorraum V. 

Nach $ 8, Nr. 4, Satz VII besitzt.A eine Inverse A4-!, und für jeden Vektor xe V 
gilt (A”!A)x = x. Die Inverse A! ist eine reguläre lineare Abbildung von V auf 
sich und folglich ein regulärer linearer Operator auf dem Vektorraum V. Wenn wir 
die Definition des Einsoperators E beachten, können wir die Beziehung (A""A)x = x 
für alle xe V auch in der Form 414 = E schreiben. Die Menge aller regulären 
linearen Operatoren auf dem Vektorraum V bezeichnen wir mit 9(V) und beweisen: 


II. Sind A, und A, lineare Operatoren aus 9(V)), so ist auch A,A2e 49V). 
Der Einsoperator E ist aus 9(V), und für jedes Ae GV) gilt 


AE=A=EA. u (3) 
Zu jedem Operator Ae%G(V) gibt es eine Inverse A! € av), und es gilt 
AMA=E= AA, (& 


Die zweite Aussage dieses Satzes sowie einen Teil der dritten Aussage haben wir 
bereits bewiesen. Betrachten wir zwei lineare Operatoren A,, A2EeYV), so ist 
A,A, als Produkt von regulären Abbildungen selbst eine reguläre Abbildung. 
Ferner ist A,V = V und A,V = V und folglich (4,4) V = Aı(4,V) = AV =V. 
Das Produkt A,A, zweier regulärer linearer Operatoren ist ein regulärer linearer 
Operator. 

Es bleibt die Gleichung AA=! = E zu beweisen, und wir betrachten einen be- 
liebigen Vektor xe V. Da A eine reguläre Abbildung ist, gibt es genau ein Urbild 
x = A"!xeV, und es gilt Ax’= x. Dann ist aber Ax= AA" = AA)ı= x, 
und daraus folgt die Behauptung. 

Wir weisen den Leser darauf hin, daß man mit den ganzzahligen Potenzen eines 
regulären linearen Operators A wie mit den Potenzen einer Zahl rechnen kann. Ist 
für eine positive ganze Zahl k 


A'=ArA, Ar=At.At und A=E, 
k-mal k-mal & 

so gilt AFA' = 4**', (4%) = A*". Man beachte jedoch, daß sich die Potenz eines 

Produktes zweier linearer Operatoren nur dann als das Produkt der Potenzen der 


beiden linearen Operatoren schreiben läßt, wenn die linearen Operatoren miteinander 
vertauschbar sind. Die Gleichung (4,4) = A143 ist im allgemeinen falsch. 
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Für die Inverse des Produktes zweier regulärer linearer Operatoren gilt die. Gleichung 
(4,42)! = A2'Ay", d.h., beim Übergang zur Inversen muß man die Reihenfolge 
der Faktoren vertauschen. 

Aus der Gleichung (A,4>)"! Aı4, = E folgt zunächst durch Multiplikation mit _ 
Az" von rechts (A,42)”! Aı(4>42") = AZ" oder (4,4,)"! A, = Az". Multipliziert 
man diese Gleichung von rechts mit A} ', so ergibt sich die obige Gleichung für 
die Inverse des Produktes. : 

Eine Menge G von Elementen a, b, ...,in der für je zwei Elemente a, beG ein 
Produkt ab erklärt ist, das wieder der Menge G angehört, heißt eine Gruppe, wenn 
folgendes gilt: 


'a) Die Multiplikation ist assoziativ: für je drei Elemente a, bie ceGgilt 
(ab) c = albc); 
binG gibt es ein Element e, so daß für Kedes aeG 
a=a=ea 
gilt; das Element e wird Einselement genannt; 


c) zu aa aeG gibt es in G ein Element a”! e G, so daß 
oo aat=e=arta | 
ist; das Element a”! heißt Inverses zu a.) j 
Benutzen wir diese Definition und berücksichtigen die Assoziativität der Multi- 
plikation von linearen Abbildungen, so können wir den Satz II wie folgt aussprechen: 


II’. Die regulären linearen Operatoren auf einem linearen Vektorraum V bilden eine 
Gruppe G( N). 


Ein linearer Vektorraum /, in dem für je zwei Elemente a, be ./ ein Produkt ab erklärt ist, 
das wiederum ein Element von / ist, heißt eine Algebra, wenn die Multiplikation assoziativ ist und 
außerdem die beiden distributiven Gesetze (2) gelten. 

Benutzen wir diese Definition, so läßt sich der Satz I folgendermaßen formulieren: ' 


U. Die linearen Operatoren auf einem linearen Vektorraum V bilden eine Algebra s/(V). 


3. REGULÄRE QUADRATISCHE MATRIZEN; DIE INVERSE; 
DIE ALLGEMEINE LINEARE GRUPPE GL) 


Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und A ein linearer Operator auf dem Vek- 
Ee V. Aus den Ergebnissen von $9, Nr. 2 erhalten wir als Folgerung, wenn wir 
=Vund® = B setzen: 


4 Jedem linearen Operator Ae /(V) entspricht eine n-reihige GUGBRaUEENE Matrix 
= Al (nr = dim V). 


1) Aus den angegebenen Bedingungen läßt sich folgern, daß die Elemente e und a”! eindeutig 
bestimmt sind, so daß man von dem Einselement e und von dem Inversen a! eines Elementes « 
sprechen kann. Dem interessierten Leser wird empfohlen, dies in Analogie zu $1, Nr. 5, Satz IV 
und V zu beweisen, 
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Die ‚Spalten der Matrix A sind die Koordinaten der Bilder Ax,, Axz; ..., Ax, der 


Basisvektoren von V in bezug auf die Basis ® = {x,, X, ..: , Xu}- 


“Der lineare Operator A ist durch. die zugeordnete Matrix A.eindeutig bestimmt. 


Wir interessieren. ‚uns vor allem für die regulären linearen Operatoren auf dem 
Vektorraum v und beweisen den Satz: 


IV. Ist A eine reguläre lineare Abbildung des endlichdimensionalen Imearen Vektor- 
raumes V in sich, soist AV =V. 

Ist A eine lineare Abbildung des endlichdimensionalen Vellortihimes v auf sich, so, 
ist A regulär. 


Zum Beweis betrachten wir eine reguläre lineare Abbildung A von Y in sich. Ihr 
Bild AV ist ein linearer Teilraum von V.: Aus der Regularität der Abbildung A folgt 
aber dim AV = dim Y und daraus AV = Y. Die Abbildung A ist also: ein regulärer 


. linearer Operator. 


Ist A eine lineare Abbildung. von F auf sich, so gilt AV= Y. Dann ist aber 
a = dim AV = dim V, und au ist A ein ae linearer Operator. 


Nach Satz IV ist ein linearer Operator A auf einem aalehäinencionaien Veltermm Y genau 
dann regulär, wenn er als lineare Abbildung von Y in sich regulär ist oder den Vektorraum V auf 
sich abbildet. Ist V ein unendlichdimensionaler Vektorraum, so gibt es lineare Operatoren, die als 
lineare Abbildungen von Yin sich regulär sind und deren Bild ein echter Teilraum von Vist. Ebenso 
gibt es in einem unendlichdimensionalen Vektorraum Y lineare Abbildungen von Y auf‘ sich, die 
nicht regulär sind. j 


7. Als Beispiel erwähnen wir die linearen Operatoren D und / auf dem unendlichdimensionalen 
Vektorraum P aller Polynome in einer Unbestimmten mit reellen Koeffizienten. Der Operator D ist 
eine line:re Abbildung von P auf sich, die nicht regulär ist, und der Operator. 7 ist eine reguläre 
lineare Abbildung von P in sich, für die ZP = P ist. Der Kern der Abbildung D besteht aus allen 
Polynomen nullten Grades, das Bild von / besteht aus allen Polynomen ohne konstantes Glied 
(&o = 0). Es ist DI = E, aber. ID =E. 2 


Wird in dem dimeasailen Vektorraum V eine Basis ® ausgezeichnet, so ent- 
spricht jedem regulären linearen Operator auf dem. Vektorraum V eine ‚reguläre 
n-reihige quadratische Matrix. Wir erhalten eine umkehrbar eindeutige Beziehung 
zwischen den regulären linearen Operatoren auf dem Vektorraum V und den regu- 
lären n-reihigen quadratischen Matrizen. 

Satz II’ läßt sich auf die reguläfen n-reihigen Aadanschenn Matrizen übertragen. 


V. Die regulären n-reihigen quadratischen Matrizen bilden eine Gruppe. 


"Die Gruppe der regulären n-reihigen quadratischen Matrizen heißt die allgemeine 
lineare: Gruppe und wird mit GL(n) (General Linear Group) bezeichnet. 
Zum Beweis von Satz V sei daran erinnert, daß das Produkt zweier Matrizen vom 
Typ (n, n) stets erklärt und wiederum eine Matrix vom Typ (n, n) ist. Ferner ist das 
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Produkt zweier regulärer Matrizen eine reguläre Matrix. In der Menge GL(r) der 
regulären n-reihigen quadratischen Matrizen ist also für je zwei Elemente ein Pro- 
dukt erklärt, das wieder zu dieser Menge gehört. Aus den allgemeinen Betrachtungen 
über die Matrizenmultiplikation ist darüber hinaus bekannt, daß die Matrizenmulti- 
plikation assoziativ. ist. 

Bezeichnet De; = - Day, 8 diejenige Abbildung, die jedem linearen Operator A e s/(V) 


die in bezug auf die Basis B von V eindeutig bestimmte Matrix A = ||A|| zuordnet!): 
D,(A) = ||Al|, so folgt aus $ 9, Nr. 4, Formel (12) 


Dy(Aı4;) = |A1Aali = 1Aıll * Aal = PalAı) ' DylA>)- 
Aus den Gleichungen (3) und (4) ergibt sich damit 


Al: EI = IAEI = All = IEAI = IEI- IAl 
und un 
amt All = 14'All = TEN = 1AATN = All AT". 


Ir Menge GL(n) gibt es also eine Matrix E = |EI = ®zE, so daß für jede 


Matrix A = ||A|l| = 8A e GL(n) 
A'-E=A=E-A 
gilt, und zu jeder Matrix A = ||A]| = er. € GL(n) gibt es eine reguläre Matrix 
A'= en = D,A”!eGL(n), so daß 
| "A=E=A:A4 

ist. Die Menge GL) ist eine Gruppe. 

Die Matrix E = ÖyE heißt Einheitsmatrix. 

It 8 = {x,, X, ...,x.}, so gilt Ey = x, Ü = 1, .„n). Der Vektor Ex, besitzt 


also die Koordinaten 1, 0, ..:, 0; der Vektor Ex, besitzt die Koordinaten 0,1,...,0 
usw. Daraus folgt für die Einheitsmatrix 


10.0] | | 
00..1 | 


Die Einheitsmatrix ist eine quadratische Diagonalmatrix, deren Diagonalelemente 
alle gleich 1 sind. Erinnern wir uns der Definition des Kronecker-Symbols din, © so 


"können wir 


E= Iör-slln,.n j ' ” (65) 


1) Die hier definierte Abbildung Ögist von der in $5, Nr. 3 erklärten, ebenfalls mit Ö,, bezeichneten 
Abbildung verschieden. Eine Verwechslung ist nicht zu befürchten, da aus dem Argument der Ab- 
bildung ®g hervorgeht, um welche der beiden Abbildungen es sich handelt. 
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schreiben. Die Matrix A”! = DA"! nennt man die zu A = D,A inverse Matrix. 
Wir haben festgestellt: Jede reguläre n-reihige quadratische Matrix besitzt eine in- 
verse Matrix. 


Es sei A = ||&p;l|n,„ eine reguläre quadratische Matrix. Die Elemente der inversen Matrix A”! be- 
zeichnen wir mit a (#,i= 1, ...,n). Die Gleichung A A”! = E läßt sich dann in der Form 


. = Pörılan 


schreiben und faßt die n? Gleichungen 


e (-1) 
D kiry 
je 


$ Kr a» =, Gi=h.,n 
je 


zusammen. Betrachten wir das inhomogene lineare Gleichungssystem . 


n 
2 Rp Ey me Ön , ielh., n) 


“. Y 
von n? Gleichungen in &115 +5 Eins E21s + Ems +5 Enls + Enn, SO können wir sagen: Die Elemente 
oP,iel,..,n)der zu A= lan inversen Matrix A”! sind Lösungen eines inkomogenen 
linearen Gleichungssystems von n? Gleichungen mit der quadratischen n?-reihigen Koeffizientenmatrix 


1m 00. 0 ei 0.0 
Re I ee 
0 0 ir: “On 0 ar 0 
0 a 0 mı 2. Per 0 0 
One AOL oe 
0.10 0 een 


Später werden wir eine andere Methode zur Berechnung der inversen Matrix kennenlernen. 

Wir weisen den Leser darauf hin, daß sich einerseits die Elemente der inversen Matrix einer 
regulären Matrix durch ein lineares Gleichungssystem mit (regulärer!) r2-reihiger quadratischer' 
Koeffizientenmatrix bestimmen lassen, daß sich aber andererseits die Kenntnis der inversen Matrix 
zur einfachen Bestimmung der Lösung eines linearen GiSningsystems mit regulärer n-reihiger 
-quadratischer Koeffizientenmatrix verwenden läßt. Ist > &r'& = Bu ein lineares Gleichungs- 

ie1 : 
system und 47! = |? |n,„ die inverse Matrix der regulären Koeffizientenmatrix A, so schreiben 
wir das lineare Gleichungssystem in der Form A-& — b. Die Lösung des linearen Gleichungs- 
systems erhalten wir durch £= 4! -B; denn es’ ist A- (AU: 5)=(A-Al)-b=E-b=b. Aus 
der Gleichung £ = 4"! 5 folgt 


n 
=DoiP.f, Ü=l,.,n. 
dei 


Wie im Fall der regulären linearen Operatoren machen wir den Leser darauf auf- 
merksam, daß man mit den ganzzahligen Potenzen einer regulären quadratischen 
Matrix A wie mit den Potenzen einer Zahl rechnen kann. Dies gilt nicht mehr für 
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die Potenzen eines Produktes: von zwei oder mehr quadratischen Matrizen. Bei der 
Berechnung der Inversen eines Produktes von zwei Be Mau zen müssen die 
beiden Faktoren vertauscht werden, Es gilt (Aı ' A»)! = ed: 


8°. Als Beispiel betrachten wir die zweireihigen quadratischen Matrizen 


yı 2] 
ile2ı &%22 


A= 


N 
Die Matrix A ist dann und nur dann regulär, wenn ö = a1 *&22 — &u2'&zı FÜ.ist. 
Die Gruppe GL(2) besteht also aus allen Matrizen A, für die d = @,,-02 — O2 zı +0 ist. 


Das Einselement der’ Gruppe GL(2) ist die Einheitsmatrix 


10 
oo 


Ist 4 eine Matrix aus GL(), so ist 


E= 


22 - = &ı2 
ai- 6 6 = 1jl &22 -0ı2 
&2ı %ı öll—a2ı Rıı 
6 ö 


4. DAS TRANSFORMATIONSGESETZ DER KOORDINATEN 
BEIM ÜBERGANG ZU EINER NEUEN BASIS 


Wir untersuchen jetzt den Zusammenhang zwischen den Koordinaten eines Vektors 
in bezug auf verschiedene Basen des betrachteten Vektorraumes. Man spricht von 


dem Transformationsverhalten der Koordinaten eines Vektors beim Übergang zu 


einer neuen Basis. 

. Es sei V ein n-dimensionaler linearer Vektorraum und ®, = {t1, ..., x„} eine 
Basis von V. 8, = {yı, ... , yn} sei eine weitere Basis von V. In $ 5, Nr. 3 haben wir 
darauf hingewiesen, daß die Koordinaten eines Vektors xe Y von der Wahl der 
Basis abhängen. Ist twax= iu + +. = Vı + + Nm, So sind die 
Koordinaten &,, ..., &, des Vektors x in bezug auf die Basis ®, im allgemeinen von 
den Koordinaten 71, ..., 7. des Vektors x in bezug auf die Basis ®, verschieden. 


Wir wollen untersuchen, wie sich die Koordinaten n,, ..., 7. durch die Koordinaten 


&, ..., &, ausdrücken lassen. Dazu betrachten wir den durch die Gleichungen 
Ay=yp (=],...,n) 


definierten linearen Operator auf dem Vektorraum V. Da der lineare Operator A 
nach Definition eine Basis von Y auf eine Basis von V abbildet, ist din AV = dim V, 


"und A ist ein regulärer linearer Operator. Dem regulären linearen Operator A ent- 


spricht eine reguläre quadratische Matrix in bezug auf die Basis ®,, die wir mit 
DB, (A) = A = |erilla,n bezeichnen. Es ist 


AR = ya tr tn Üel.,n 
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oder, in der Summenschreibweise, 


: = . 
Ax; = R7 == > AyrKy (i = 1, “erg n).. 
v=1 3 
\ n 


Setzen wir diese Gleichung in die Gleichung x = y. n:y; ein, so’ erhalten wir 
i=1.: 


n 


= > Nyı > > Ni L iX = > BB (N) Re: 
j=1. v1 i=10=1 Re 


Durch Vertauschung der ee ergibt sich 


Da die Koordinaten des Vektors x in bezug auf die Basis ® i eindeutig bestimmt sind, 
folgen hieraus die en 


gr = 2 rm (=h..,n. 
h =1 


\ VI. Sind B, = {r,...,Yund® = {yı, ..., 9a} zwei Basen des linearen Vektor- \ 
raumes V und gilt 2 a 


yı ei re (elb.., un), Zu re > 


so ist A = ||&,.;|| eine reguläre quadratische Matrix, und die Koordinaten £&1, -.., &n 
eines Vektors xe V in bezug: auf die Basis ®, lassen sich vermöge der Gleichung 


&, = 2 Er ve Leis) | E q) 


durch die Koordinaten Nis ++: Mn des Vektors x in bezug auf:die Basis 8, dein. 


Vertauschen wir die Rollen von 3, und ®,, so erhalten wir aus den Gleichungen 


=D Pre (=1..n ee, (6) 


eine reguläre quadratische Matrix B = Brill, und es gilt 


Ne 2 Ber &i € Fr hung M)s Pu. | ; 2 (7) A 
Setzen wir die Gleichungen (6) in die Gleichungen (6’) ein, so folgt 


on 2 R n 3 
ze ’> Bir 2 Kader = > > (er Bed Geb.oun). 
v1 v’=1 vzı vt21 i 
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Vertauschen wir die Summationsreihenfolge, so ergibt sich 


® n n \ i 
u=) (2 ar Be) G=1..n). 
wzı\rsı 
n . n x Z 
Die Zahlen Ya "Piss ni "Bir, sind die Koordinaten des Basisvektors x; in 
"=1 "=i - 2 R 
bezug auf die Basis®, = {xı, ..., x„}. Infolgedessen ist 
> \ für i’=i;, 
se 


Bin = ö ; u 
2 Bu 0 für i"+i. 


v=1 
. n " ae fi 
Die Zahlen ), a, "ßr,; sind aber die Elemente der Produktmatrix 
V’=1 . . ö x E 


4: B= ‚und folglich gilt 4’ B= E. 


n a . 
y Ar "Pır 
v=i = 


Da A eine reguläre quadratische Matrix ist, existiert die inverse Matrix Aa=ı, und 
esist 41-(4'B)= a — ve B=E:' B=Bsowie ATt-(A-B)=A'-E= 4! 
oder B= A! 


VI. Sind 8, = {xı,; -.., Er und ®; = {Yı> -.-, Yu} zwei Basen des n-dimensionalen 
Vektorraumes V und ist N pe: 


Ji = E, Kr G=l,...,n) FE (©) 
und 
a 2 By (@ 4, ne n), i (6) 


so sind die quadratischen Matrizen A = ann und B = |ßr-lln.n regulär, und es gilt 
B=4" und -A= B-. 


Sind Es ..., S bzw. 21; ..., Nu die Koordinaten eines Vektors xe Yin bezug auf die 
Basis ®, bzw. B,, so ist 


=, am Ü=h.,n Zzuus 
i=1 
und 
Ni: = 2 Bır£i @' = l, un). ü (7) 


Damit haben wir die Frage nach dem Zusammenhang zwischen den Koordinaten 
eines Vektors in bezug auf verschiedene Basen des linearen Vektorraumes beantwortet. 
Die Gleichungen (7) und (7’) werden das Transformationsgesetz der. Koordinaten 
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beim Übergang zu einer anderen Basis genannt. Im folgenden Abschnitt untersuchen 


wir das entsprechende Problem für die linearen Abbildungen eines Vektorraumes in 
einen anderen. 


5.DAS TRANSFORMATIONSGESETZ DER EINER LINEAREN. 
ABBILDUNG ZUGEORDNETEN MATRIX BEIM ÜBERGANG 
ZU EINER NEUEN BASIS IM URBILD- UND BILDRAUM; 
DIE NORMALFORM EINER LINEAREN ABBILDUNG 


Wir betrachten zwei endlichdimensionale lineare Vektorräume Y und V’. Es sei 
n=dimV, n' = dim F’; und in jedem dieser Vektorräume seien zwei. Basen , 


B, = {1 .., 0b Ba = Wi In} bzw. Bi = (a, u = Wi: 0 Ir} 

gegeben. Ist Ae./(V, V’) eine lineare Abbildung von V in V’, so entspricht ihr eine 

Matrix Ö,,,9;(4) = AP’ = ef In, in bezug auf die Basis ®, von Y und 8} von V’ 

sowie eine Matrix Dy,,.;(4) = A? = ll In, in bezug auf die Basis ®, von V 

und 8; von F’. Wir:suchen eine Beziehung zwischen den Matrizen AP und A®. 
"Es sei B der durch die Gleichungen 


Bi, =y; ni 2A .j=l, 2, BR) 


definierte reguläre lineare Operator auf dem Vektorraum V, und entsprechend sei 
der reguläre lineare Operator B’ auf dem Vektorraum V’ durch die Gleichungen 


n 


B'x; = yr 37 :y, Bir Gj' == l, 2, a rn‘) 


definiert. 
Die Matrizen A = |f’?||„.,„ und A? = |ieflin,„ werden durch folgende Glei- 
chungen bestimmt: 


en 
Ax,= > x, Ayı = e3 a G=1],...n). 


i’=1 v’=1 
Ersetzen wir y, durch Bx,, so gilt 
(AB), = %, aıyı. 
vi 


Auf diese Gleichung wenden wir den linearen Operator B’-' an und erhalten 


(B’” a = A, = 2 or. (d=l,..,n). 


Es ist 
Ben! (B-14B) = 42 = oil = Da. (A)- 
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- Daraus ergibt sich’ auf Grund der in 89, Nr. 4 bewiesenen Multiplikativität der Ab- 
bildung 93,2. 


Dy,.g; . (B'-14B) = Dy; (B’')-Dy.g; A: Du, B). 
Berücksichtigen wir die Gleichungen j 
©, B) = B= Ißislun und By; (B) = B' = IPirIa.n; 


l 
Bol AD = B-1:40.B, 


VIII. Ist Aes/(V,V'’) eine lineare Abbildung des n-dimensionalen Vektorraumes V - 
in den n'-dimensionalen Vektorraum V' und sind A» = |" |n-,n bzw. AP = lo Inn 
die dieser Abbildung zugeordneten Matrizen bezüglich der Basen®, = {Xı,...,x.} vonV 
und B, = {x}, ..., x,.} von V’ bzw. bezüglich der Basen ®, = {yı, ..-, yn} von V und 
8 = {Pi ...„ yo} von V', so gilt 

AD = B'-1.40.B, | &) 


Die regulären Matrizen B= Pula. „ sowie B = IBi-rIn,n- werden durch die Glei- 
Be, 


-. Bıxı und y; ‚= > Bl x! Ü = 1, un) = 1, “u. n‘) 


bestimmt. 


Durch Multiplikation der Gleichung (8) mit der regulären Matrix B’ von links und 
der ebenfalls regulären Matrix B 1 von rechts erhalten wir die Gleichung 


AD = B'- AD. B-1, " | | @) 


‘in der die Matrix 4? durch die Matrix 42 en wird. Die Gleichungen (8) 
und (8°) nennt man das Transformationsgesetz der einer linearen Abbildung zugeord- 
neten Matrix beim Übergang zu einer anderen Basis im Urbildraum und Bildraum. 

Nachdem wir festgestellt haben, wie sich der Übergang von einer Basis ®, bzw. 8} - 
zu einer neuen Basis ®, bzw. B; in den Vektorräumen V und V’ auf die einer linearen 
Abbildung A e./(V, V’) zugeordnete Matrix auswirkt, wollen wir versuchen, die 
Basen im Vektorraum V bzw. V’ so zu wählen, daß die der Abbildung A zugeordnete 
Matrix eine möglichst einfache Gestalt erhält. ‘ 

Es sei Ae/(V, V’) eine gegebene lineare Abbildung, B,; = {x,, ..., x.} bzw. 
B = {x, ...,. x} seien gegebene Basen von V bzw. V’ und A®) die A zugeordnete 
Matrix vom Typ (n',n). 

Wir betrachten den Kern V, = A"{0’} der linearen Abbildung A. Dieser Kern 
ist ein d-dimensionaler Teilraum von V, wobei d den Defekt der Abbildung A be- 
zeichnet. Wir wählen eine Basis des Teilraumes V,, die wir mit y,+ 1; ..., 9, bezeichnen. . 
Es sei daran erinnert ($ 8, Nr. 5, Satz X), daß d + r = n ist, wenn r den Rang der 
linearen Abbildung A bezeichnet. Die Basis y,. ı , ..-; y, ergänzen wir durch Vektoren 
Yıs +, y, Zu einer Basis ®, = {pı, ..., y.} von V. Aus dem Beweis von Satz X aus 
10 Boseck 
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88, Nr. 5 folgt, daß die Vektoren Ayı = y1; ..., Ay, = y. eine Basis des Bildraumes 
AV bilden. Da AV ein linearer Teilraum von V’ ist, können wir diese Vektoren zu 
einer Basis ®, = isn) In} des Vektorraumes V’ ergänzen. Wir bestimmen nun 
die Matrix ®y,,g; (A) = A® = lern se Es i ist 


Ay, =y = > pi für i=l2,.,r, 
v’=1 
A / m i \ S 
A=0= ) ofy, fü ier+l,...,n. 
vi 


Damit ergibt sich für die Matrix 4® 
10..00..0| 


01 00.0 

42 =\00..10..0|. CO 
l00..00..o0 
00..00..0 ; 


Es ist «®? = 1 füri=1,2,...,r, während alle übrigen Elemente der Matrix 42 
gleich Null sind. 

Beachten wir. die Gleichung (8) und berücksichtigen, daß jede Matrix als Matrix 
einer geeigneten linearen Abbildung aufgefaßt werden kann, so folgt der Satz: 


IX. Zu jeder Matrix AU = al ?||n,„ gibt es zwei reguläre Matrizen B = |ßijlIn.n. 
“und B' = |Pr.zIn,n, so daß das Produkt B'-!- AD. B= 42 eine Matrix der Form 
(9) ist. i 


Der Leser erinnere sich, daß wir einen entsprechenden Satz bereits auf anderem Wege bewiesen 
haben (vgl. $9, Nr. 7, Satz XIII). Dabei haben wir eine MIET zur an 2 der regulären 
Matrizen B und B’"! angegeben. & 


Die Matrix A® der Form (9) heißt. die Narmayorım der irearen Abbildung 
‚de Ar vr’). 


6.DAS TRANSFORMATIONSGESETZ DER EINEM LINBAREN 
OPERATOR ZUGEORDNETEN MATRIX BEIM ÜBERGANG 
ZU EINER NEUEN BASIS; INVARIANTE TEILRÄUME; 

. OPERATOREN EINFACHER STRUKTUR; 
EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 


Di betrachten jetzt einen linearen Operator Ae Z(V). Mit B, = {x ..., 0}; 

8, = {Yı>...., yn} bezeichnen wir wieder zwei Basen des n-dimensionalen Vektor- 
raumes V, und d,,A = A? sowie D,,A = A seien die dem linearen Operator A 
in bezug auf die Basen 8, und 8, zugeordneten Matrizen. Die Überlegungen von 
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Nr. 5 lassen sich auf diesen Fall anwenden, wenn man F’ = v, =. = 
und damit B’ = B setzt. Es ergibt sich der Satz 


X. Ist Ae s/(V) ein linearer Operator auf dem n-dimensionalen linearen Vektorraum 
V und sind A" bzw. A?’ die dem Operator A bezüglich der Basen ®, = EEE 2. 
bzw. 8, = {yı, -.., Yu} zugeordneten n-reihigen quadratischen Matrizen, so ist 


AP = B'-AU).B und A” =B-A9.B'. (10) 
Die reguläre Matrix B = |ß, oh wird dabei durch. die Gleichungen 


> ß: 1% 9 x ® s) 

Die: Gleichungen (10) nennt man das ‚Transformationsgesetz der ‚einem linearen 
Operator zugeordneten. Matrix beim Übergang zu einer neuen Basis. 

Die Frage nach einer Basis des linearen Vektorraumes P, in bezug auf die die Ma- 
‚trix eines gegebenen linearen Operators eine möglichst einfache Gestalt annimmt, istun- 
gleich schwieriger zu beantworten als die in Nr. 5 untersuchte Frage nach der Normal- 
form einer linearen Abbildung des Vektorraumes V in den Vektorraum Y’. Ent- 
sprechend ist auch die sogenannte Normalförm eines linearen Operators im allgemeinen 
ungleich komplizierter als die oben abgeleitete Normalform einer linearen Abbildung. 

Es sei Ae./(V) ein linearer Operator auf dem linearen Vektorraum Y. Ein line- 
arer Teilraum W von V heißt invariant in bezug auf den Operator A, wenn AW SW 
ist. Das bedeutet, daß jeder Vektor xe W durch A auf einen Vektor Axe W abge- 


bildet wird. Den linearen Operator Ae.4(V) können wir dann auch als linearen 


ä Operator Ao € A(W) auf dem Teilraum W auffassen: Ayx = Ax für alle xe W. 


Def. 
Ist: A ein linearer Operator auf dem n-dimensionalen Vektorraum Y und W ein 


m-dimensionaler bezüglich A invarianter Teilraum von V, so wählen wir eine Basis 
"Bo = {X, ..., x„} von W und ergänzen sie zu einer Basis ® = {x,, ...;x,} von V. 
Da W bezüglich A invariant ist, ist Anne W (i = 1, ..., m), und folglich ist Ax, eine 
Linearkombination der Basisvektoren x,, ..., X! 


Az, = 01 Fr + nn (ee, .,M). 
Ferner sei 
Ax, = A Feet km + Km+1 mt tn GamHl, A). 


Dem linearen Operator A Du dann bezüglich der Basis 8 eine Matrix 4 der 


- Form 
Kir + Kim aa ... in, 


A= mi mm Km,m+1 . Oman 


0 a 0 Km+i,m+1 Km+i,n 


0.0 Kumsti ... Opn 
'10* 
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in deren linker unterer Ecke alle Elemente gleich Null sind. Die in der linken oberen 
Ecke stehende „Teilmatrix“ 
j %ıı ... Kim 
A=|: 
mi +. Km 
ist diejenige Matrix, die dem Operator Aue Z/(W) in bezug auf die Basis ®, von W 
entspricht. 

Die Bestimmung bezüglich A invarianter Teilräume eines n-dimensionalen Vektor- 
raumes V führt also zu einer Vereinfachung der A zugeordneten Matrix. ° 

‚Die Form dieser Matrix läßt sich weiter vereinfachen, wenn in V eine Basis exi- 
stiert, die sich aus den Basen invarianter Teilräume zusammensetzt. 

Es seien W,,..., W, bezüglich A invariante lineare Teilräume von V. Mit 
8, = {x”,..., x} bezeichnen wir die Basis von W, (o=1,2,...,5), und 
BVL, nr, xD} sei eine Basis von V’ (m + +m, = n). 
Aus der Invarianz der linearen Teilräume W, folgen die Gleichungen 

At an (=1,2,..,m,). 


Dem Operator A entspricht bezüglich 8” eine Matrix 4” der Form 


re Or eh 
a as . es . 5 
Omi n. mn 0 ... 1) ... 0 “ 0: 
0. u a een de 
(0) : = : 2 ; : 
a0 0.0 En 0 0 
site Omz1 ... mm ... . 
0 20 re 
N : ( Ko) "() 
07 40. 0 er ra 


Bezeichnen wir den linearen Operator Aes/(V) als Operator auf dem invarianten 
Teilraum W, mit A,: 
A,x = Ax für zeW, A,s#W) (e=12,..,8), 


Def. 
so entspricht dem linearen Operator A, die Matrix 
(0) (@ 
Ki .. & im, 
A,=l: 5 
(a) 9) 
EN 


Die Matrix 49 setzt sich aus den längs der Hauptdiagonale aufgereihten „Teil- 
matrizen“ A, (o = 1,2, ...., 5) zusammen. Wir schreiben zur Abkürzung 
4ı oO 
4® — A, 


) A ar 
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Die Frage nach einer Normalform für den linearen Operator Ae s/(V) zerfällt in 
zwei Teilfragen: a) nach der Existenz und der: Bestimmung möglichst kleiner in- 
varianter Teilräume W,, ..., W,, aus deren Basen sich eine Basis von V zusammen- 
setzen läßt; b) nach einer Normalform für die Operatoren A, auf den in e) bestimmten 
minimalen Teilräumen. 

Die Untersuchung des allgemeinen Normalformenproblems geht über den Rahmen 
dieses Buches hinaus. Wir beschränken uns auf die Betrachtung des einfachsten 
Falles, der offenbar dann vorliegt, wenn n eindimensionale a A invariante 
Teilräume W,, ..., W,in V existieren, deren Basisvektoren x}, .:., x, eine Basis 8 
von V bilden. In diesem Fall heißt A ein Operator einfacher Struktur. 

Ist W ein eindimensionaler, bezüglich A invarianter Teilraum, so gilt ei jeden 
VektorxeW 


Ax = ir au 


mit einer von x unabhängigen reellen Zahl A. Sind nämlich x,, x, zwei Vektoren 
aus W und ist etwa x, # o, so gibt es eine reelle Zahl o, so daß “= u ist. Dann 
folgt aus Ar, = Ax, 


Ax;, = Aax, = aAx, = allıı) = (a Mr, = Moxı) = irn. 


Die Gleichung (11) ist für die Untersuchung der Struktur linearer a von 
großer Bedeutung. Gilt 


Ax = Ax | - (m) 


für einen linearen Operator Ae s/(V), einen Vektor x #0, xe V und eine reelle 
Zahl AeR, so heißt A ein Eigenwert des Operators A und x ein Eigenvektor zum 
Eigenwert A. Wir stellen fest, daß jedem eindimensionalen, bezüglich A invarianten 
Teilraum W ein Eigenwert A von A entspricht. Ist umgekehrt A ein Eigenwert des Ope- 
rators A, so gibt es einen zugehörigen Eigenvektor x + 0, der einen eindimensionalen 
bezüglich A invarianten Teilraum W = L({x}) erzeugt. Ist etwa y = Bxe W, so gilt 
Ay = Aßx = BAx = (ß-A)xeW = U{x}), und W ist invariant bezüglich A. 

Betrachten wir nun einen Operator einfacher Struktur Ae./(V), so gibt es n 
eindimensionale, bezüglich A invariante Teilräume W,, :.., W,. Ihnen entsprechen 
n Eigenwerte A,, ..., A, des Operators A (die nicht alle verschieden zu sein brauchen). 
Die erzeugenden Vektoren x,, ..., x, der eindimensionalen Teilräume W,, ..., Wı- 
sind Eigenvektoren zu den Eigenwerten A,, ..., A, und, = sie BAEINOFAUSEUNE 
eine Basis von V bilden, linear unabhängig. 


Ein Operator einfacher Struktur A auf einem n-dimensionalen Vektorraum V be- 
sitzt n linear unabhängige Eigenvektoren in V. 


Dieser. Satz Jäßt sich umkehren. Sind A,, ..., }, (nicht notwendig verschiedene). 
Eigenwerte des Operators A und x,, ..., x, linear unabhängige Eigenvektoren zu 
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diesen Eigenwerten, so erzeugt jeder Eigenvektor , +0 (j=1,...,n) einen ein- 
dimensionalen Teilraum W, = L({x;}), der bezüglich A invariant ist. In V gibt es 
demnach n eindimensionale, bezüglich A invariante Teilräume, deren Basisvektoren 
eine Basis von Y bilden: A ist ein Operator einfacher Struktur. Wir haben damit das 
folgende Kriterium bewiesen: 


XI. Der lineare Operator A auf dem n-dimensionalen Vektorraum 2 ist dann und 
nur dann ein Operator einfacher Struktur; wenn er n linear unabhängige Eigenvektoren 
besitzt. 


Für einen Operator einfacher Struktur A auf dem n-dimensionalen Vektorraum V 


gibt es eine Basis BUY = {x,,...,x,.} von V, die aus n linear unabE nein Eigen- 


. vektoren des Operators A besteht. Es gilt 
AXx; = Ax,. ( = 1, 2, ... ‚N, 


und dem Operator A eniapficht bezüglich der Basis HU) eine Diagonalmatrix am), 
in deren Hauptdiagonale die Eigenwerte A,, ..., A, von A stehen: 
hı: 0 
dr A, 
0 Al j E wi 
Die Matrix A) nennen wir die Normalform des Operators EReRer Struktur A ı 
und beweisen: 


XU. Der lineare Operator A auf dem n-dimensionalen Vektorraum V ist dann und 
"nur dann ein Operator einfacher Struktur, wenn es eine Basis BU) yon V gibt, so daß 
die dem Operator A bezüglich BW zugeordnete Matrix A) eine Diagonalmatrix 
ist. 

Die eine Richtung dieses Satzes ist bereits bewiesen. Ist A ein Operator einfacher 


Struktur, so besitzt er n linear unabhängige Eigenvektoren, die eine Basis von V’ 


bilden, und in bezug auf diese Basis entspricht dem Operator A die Diagonalmatrix 
4@,in deren Hauptdiagonale die Eigenwerte des Operators A stehen. Ist umgekehrt 
BU = fx,,..., x} eine Basis von V bezüglich der dem Operator A die Diägonal- 
matrix A) entspricht, so gilt. 


Ay, Si, U= en: 
und die Diagonalelemente A,, ...,A, sind Eigenwerte des Operators A, die Basis- 
vektoren x,,...., x, sind n linear unabhängige Eigenvektoren, und nach Satz XI 
ist A ein Operator einfacher Struktur. 


1) Wir bemerken, daß diese Normalform bis auf die Reihenfolge der Diagonalelemente ein-- 


deutig bestimmt ist. Wenn wir 0.B. d. A. annehmen, daß 4, <4,< --- <A, gewählt sei, so sind 
wir berechtigt, von der Normalform des Operators einfacher: Struktur 4 zu sprechen: 
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Bisher haben wir nicht vorausgesetzt, daB die Eigenwerte A,, ..., A, des Operators A 
voneinander verschieden sind. Wir beweisen jetzt den Satz: : zZ 


XIU. Sind },, ..., }. verschiedene Eigenwerte des linearen Operators A und ist 
x, ein Eigenvektor zum Eigenwert A, (i =], ...., m), so sind die Vektoren xı, ..., Xm 
linear unabhängig. 

Zum Beweis wenden wir den Operator A auf die Gleichung 

KıXı + 8X Fer ln = 0 


an und erhalten (a, -A,)xı + (&2-A)x2 + -- # (& Am) Km =.0. Subtrahieren wir 
hiervon die Gleichung (&, Ay) xı + (&2 A)x2 + + (am As) m = 0, so folgt 


(&2 "(Aa — A;)) Xa +4 (Sm (Am. — 4,)) An = 0. 


. Auf diese Gleichung wenden wir wiederum den Operator A an und subtrahieren von 
: dem Ergebnis die Gleichung (a3 * (Aa — A ) 3.) x +4 (Om (Am — Ar) A2)Am = 0. 
Dann gilt 


(&3 (As 4) “(As = A))X3 + + (m (Am — Ar) (Am — A2)) Km = o 
Die Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt nach m — 1 Schritten 
(Kr * (Am = 4,) (Am = 4,) a Am = Anz 1)) X =_0. 


Da die Zahlen Ay. a als verschieden vorausgesetzt waren, folgt &, = 0. Ent- 
sprechend beweist man, daß &,._ı = *" = 0, = Dist. 


Wir bemerken, daß ein linearer Operator A auf einem n-dimensionalen Vektorraum V nicht mehr 
als n verschiedene Bigenwerte besitzen kann. 


Aus den Sätzen XI und XTII folgt der Satz: 


XIV. Besitzt der lineare Operator A auf dem n-dimensionalen Vektorraum V n ver- 


‚schiedene Eigenwerte, so ist A ein Operator einfacher Struktur. 


Die Menge der verschiedenen Eigenwerte eines linearen Operators heißt das 


Spektrum des linearen Operators., 

Wegen der großen Bedeutung der Begriffe Eigenwert und Biöenıchian: für die 
Strukturtheorie der linearen Operatoren unterziehen wir die Gleichung (11) einer 
eingehenderen Betrachtung. 

Ist E wie üblich der Einsoperator, so ist Ar = AEx, und durch eine einfache Um- 
formung erhält die Gleichung (11) die Gestalt 


(4.-AE)x=o. (12) 


Aus dieser Gleichung läßt sich der folgende Satz ablesen: z 


XV. Die reelle Zahl A ist: dann und nur dann ein Eigenwert des linearen Operators. 4, 
wenn die Vektorgleichung (12) eine nichttriviale Lösung besitzt. 
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Die nichttrivialen Lösungen der Vektorgleichung (12) sind die Eigenvektoren zum 
Eigenwert A. 


Aus den Ergebnissen über die Lösbarkeit und die Lösungsmenge homogener 
linearer Vektorgleichungen ($ 10, Nr. 4, Satz VIII) folgt: 


XVI. Die reelle Zahl A ist dann und nur dann ein Eigenwert des linearen Ope- _ 


rators A, wenn der Operator A — AE nicht regulär ist. 
Die Eigenvektören zu einem festen Eigenwert A und der ‚Nullvektor bilden einen 
linearen Teilraum W()), der gleich dem Kern des Operators A — AE ist: 


WR) = (4 — AE)-! ({o}). 


Der lineare Teilraum W(A), der aus den zum Eigenwert A gehörenden Eigenvektoren 
und dem Nullvektor besteht, heißt der Zigerraum zum Eigenwert A. 

Die Eigenvektoren zu einem gegebenen Eigenwert lassen sich nach den. letzten 
Sätzen als nichttriviale Lösungen einer homogenen linearen Vektorgleichung be- 


rechnen. 


‘90, Als Beispiel betrachten wir einen zweidimensionalen Vektorraum V. Ist ® = [xı, x2} eine 
Basis von V, so wird durch die Matrix 


hu 
0% 


ein linearer Operator A € s/(V) definiert. Jedem eindimensionalen bezüglich A invarianten Teil- 
raum W = L(x}) entspricht ein Eigenwert von A. Dem Operator A — AE ist die Matrix 


A= 


In 4) u 


4-18 | 6 


zugeordnet, die für alle A + },,/ + A, regulär ist. 

Der Operator A besitzt die Eigenwerte A, und },. 

Ist, #A,, so besitzt A zwei verschiedene Eigenwerte und ist ein Operator einfacher Struktur. Der 
Vektor x, € V ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A,, und W, = L({x,}) ist der zugehörige Eigen- 
raum. Einen Eigenvektor y2 = &Xx, + &2x2 zum Eigenwert A, erhalten wir aus der Gleichung 
Ay2 = Ar + Ar = (a A +92 Wxı + (02° A)xz = (a1 A)xı + (a2 A)r2 = Ay, in 


xı + x2. Die Vektoren x,, y, sind linear unabhängig und bilden eine Basis 


der Form » = £ 
von V. ah 

Ist }, = Ay, so besitzt A nur einen Eigenwert. Für die Dimension des zugehörigen Eigenraumes 
WA)=(A- A,E)"{o} erhalten wir dim W(},) = d(4 — A,E), und W(A,) ist eindimensional oder 
zweidimensional, je nachdem, ob x +0 oder u = O ist. 

Für ), = A2,u = Dist A eine Diagonalmatrix und folglich A ein Operator einfacher Struktur mit 
den linear unabhängigen Eigenvektoren x; und xz. 

Für), = Aa, u #0 ist A kein Operator einfacher Struktur. _ 

Andernfalls müßte A zwei linear unabhängige Eigenvektoren zu dem einzigen Eigenwert A, be- 


‚sitzen, was dim W(A,) = 1 widerspricht. Der Vektor x, ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 4, , und 


der Eigenraum W(A,) = Wı = U{x,}} ist der einzige bezüglich A invariante eindimensionale Teil- 
raum von V. 
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7.* PROJEKTIONSOPERATOREN 


Im letzten Abschnitt dieses Paragraphen wollen wir. auf eine Klasse linearer Operatoren eingehen, 
die man Projektionsoperatoren nennt und die aufs engste mit der Zerlegung eines linearen Vektor- 
raumes in die direkte Summe zweier Teilräume zusammenhängen. 

Es sei V ein linearer Vektorraum, von dem wir annehmen, daß wir ihn als die direkte Summe 
zweier linearer Teilräume V, und V, darstellen können: V= Y, + Y,. Nach $6, Nr. 4 bestimmt 
jeder Vektor xe V einen eindeutig bestimmten Vektor x; € Vi, und einen ebenfalls eindeutig. be- 
stimmten Vektor x, € V,, so daß oo 


ı=-ı + GEePV;, xzE€ 2) j , h (13) 
ist. Wir betrachten die durch 
Px=x, und Px=xn (14) 


definierten Abbildungen von Y auf V, bzw. Vz. Die Bilder P,x, P3x haben wir in $ 6, Nr. 4 Projek- 

tionen des Vektors x auf V, bzw. V, genannt. Ist x ein Vektor aus Y,,soistx,; = xundx, = 0; ist 

x ein Vektor aus V,, so ist entsprechend x, =oundx, = x. Infolgedessen gilt - 
P,x=x,P,x=o fürjeden Vektor xeV,, 


(15) 


Pıx=0,P;x= x fürjeden Vektor xeP;. 


Ist umgekehrt Pıx = x, so ist xy; = rund folglich x, = 0, und entsprechend folgen aus P,x = x die . 


Gleichungen x, = xund x; = o. Wir wollen nachweisen, daß er und P, lineare Operatoren auf dem 
Vektorraum P sind. 

Es seien x = x, + xzundy = yı + y» zwei Vektoren aus V, und dabeiseix;, yı € Vı,%2, 2 € Pr. 
Dann ist P,x = x,, Pıy = yı und Px = x,, Pay = ya. Femer ist x +y= (a tyı)t@&2 + PY2), 
und es gilt (x, +yı)E Vı, (X&2 + y2)€ Pa. Folglich ist A, a +ty9)=xrı tyı = Pır+ Pıy und 
Pıx+y)=x2 +y2 = Pax + Pay. 

Betrachten wir den Vektor axe V mit acR, so gilt ax = ox, + 0x,, und es ist axı €E V,, 
&X2 € V2. Wir erhalten P,(ax) = 0x, = aP,x und Pı(ax) = ax, = &P,x. Damit haben wir be- 
wiesen, daß P, und P, lineare Abbildungen von V in sich, also lineare Operatoren auf dem linearen 
Vektorraum V sind. 

Die linearen Operatoren P, und. Pz heißen Projektionsoperatoren des linearen FEKIOFTAUmES V 
auf die linearen Teilräume V, und V;. 

Ist xein beliebiger Vektor aus Y und wenden wir die linearen Operatoren P; bzw. P, auf den Vektor 
Pıxe V, bzw. Paxe€ V, an, so folgt aus (15) 

Plx=PPıx)=Pır, P2x= Px(P;x) = Pıx 
und 

(PP) x=P,(Px)=o, (PBP)x=PıPıx)=o. 
Aus (13):und (14) erhalten wir überdies 

x=Pıx+ Pıx=1(P, + Pı)x = Ex. 


Da diese Gleichungen für jeden Vektor x € V gelten, können wir unsere Ergebnisse in folgendem 
Satz zusammenfassen: 


XVU. Jeder Zerlegung des linearen Vektorraumes V in die direkte Summe zweier Teilräume V, und 
V, entspricht ein’ Paar von Projektionsoperatoren P, und P, von V auf V, und V,, für die die fol- 
genden Gleichungen gelten: 


P}=P,P3= P,,P,P;= PP,=O0, i (16) 
P,+P,=E. j 
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Wir betrachten umgekehrt einen linearen Operator P auf dem linearen Vektorraum 2 der der 
Gleichung j j 5 


genügt. Das Bild-PV = W des linearen Operators P ist ein linearer Teilraum von V. Bezeichnet Z 
den Einsoperator, so ist P'= E — P wiederum ein linearer Operator auf dem Vektorraum V, und 
wir zeigen, daß auch ?’ der Gleichung (17) genügt. Da wir mit den linearen Operatoren nach Satz I 
distributiv rechnen können, gilt 


P'2= P'P'=(E- P)\(E- PJ=E2- PE-EP+P?. 
Es ist P2 = P,PE=EP=P und E?= E, also 
P?=E-P=P'. 
P' genügt der Gleichung (17). Nach Definition des Operators P’ gilt P + P’ = E. Ferner erhalten wir 
en P)=PE-P2=P-P=0 
=(E-P)P=EP- P°=P-P=0. 


Die Operatoren P und P’ genügen den für die Proickliönsoperalören P, und P, bewiesenen Gleichun- 
gen (16), und es gilt: 3 


und 


XVII. Ist V ein linearer Vektorraum und genügt der Operator P der 2 (17), so genügt da 
Operator P'= E — P ebenfalls dieser Gleichung, und der Vektorraum V’ läßt sich als die direkte Summe 
der linearen Teilräume W = PV und W' = P'V schreiben. Die Operatoren P und.P' sind die Projektions- 
operatoren des Vektorraumes V auf die linearen Teilräume W und W'. 


Zum Beweis müssen wir noch zeigen, dßY=W+ W'undWnW' = {o} ist. Esseixe Vein 
beliebiger Vektor. Dann gilt x= Er - (P+P'))x=Pr+P'x, und. es ist PrePV=W und 
P'xeP'V= W',. Daraus folgt V=-W-+-W'.EsseixeWn W'; dann it xe W= PV, und es 
gibt einen Vektor ye V, so daß x = Py ist. Entsprechend ist xe W' = P’V, und es gibt einen Vektor 
y'e V, so daß.x = P'y' ist. Daraus folgt 


0 Px=P(P)=P2y=Py=x und. Pxr= P(P'y)=(PP')y' = o. 
Es ist x = 0, und der Satz XVII ist bewiesen. 


10°. Es sei P, der in Beispiel 4° definierte lineare Operator auf dem Vektorraum REM). mit 
PıRM) = RM/M;). Es gilt P2 = P,, und der Operator P, = E — P, ist durch 
P.x=x 
un d 2 2 
x(a) für aeM,, 
x(a) = - 


0 sonst 
definiert. Ferner ist P,RÜR) = RR/M,) und 
RR) = RORM,) + ROR/Mz). 
Der Leser veranschauliche sich die Verhältnisie für. eine endliche Menge M.x 


8. AUFGABEN 


1. Für einen regulären linearen Operator A auf dem linearen Vektorraum Y beweise man die 
Gleichungen AF4! = 4rtl, (49? = A"!, Für eine reguläre quadratische Matrix A beweise man.die 
Gleichungen A'4! = A, (49)! = A®!. Dabei seien k und ! beliebige ganze Zahlen (die auch negativ 


. sein können!). | 
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2..Man berechne die Inverse einer regulären dreireihigen quadratischen Matrix. 
3. Eine n-reihige quadratische Matrix ist dann und nur dann regulär, wenn sie eine Inverse besitzt. 


4. Der Leser vergleiche & 9, Nr. 7, Satz XII und $ 11, Nr. 5, Satz IX und bestimme den Zusammen- 
: hang zwischen den Matrizen c, C aus 89, Nr. 7, Satz XIII mit den Matrizen B’, B aus 8 11, Nr. 5, 
Satz.IX. 


5. Man betrachte die durch ' 
Dp=&, +2- tt +(n-)): On. 1f"7 2 
definierte lineare Abbildung von P, auf P,_ı. Man bestimme Basen ®, bzw. &, ven P, bzw. Pi; ‚in 


bezug auf die die Matrix D® die Normalform besitzt. Man berechne Matrizen |]ß,,|] und |ß},l,- 


die die Basen B, = {l, 1, ..., "1 bzw. ® = {1, 1, ..., £""2} in die Basen ®, bzw. B, überführen. 
Man betrachte die obiie Abbildung Dals insdren Operator auf dem Vektorraum P, und berechne 
die zugehörige Matrix in bezug auf die oben konstruierte Basis ®, von Pr- 


6.* Eine n-reihige quadratische Matrix A = ||&rlln,n heißt eine Matrix einfacher Struktur, wenn 
“ es einen n-dimensionalen Vektorraum P, eine Basis ® von V und einen Operator einfacher Struktur 
A €.s/(V) gibt, so daß A = D©y(4A) ist. Man zeige: : 


a) Ist V’ ein n-dimensionaler Vektorraum, 8’ = {x}, ..., x„} eine Basis von Y' und wird der Ope- 
“rator A’ e./(V’).durch die Gleichungen 


z 


n 
A'x; = a KK (G=1,2, ..,n) 


Matrix einfacher Struktur ist. 


b) Die x-reihige quadratische Matrix 4A ist dann und nur dann eine Matrix einfacher Struktur, 
wenn €s eine reguläre z-reihige REN Matrix B gibt, so daß i 


& AD — B"!-A4- B 


£ 


eine Diagonalmatrix ist. 


7.* Das Produkt zweier Projektionsoperatoren P,, P, ist dann und nur dann ein Projektions- 
operator P= P,P,, wenn die beiden Projektionsoperatoren vertauschbar sind: PP, = PPı- 


8.* Die Summe P= P, + -- + P, der Projektionsoperatoren P}, ..., Pı ist dann und nur denn 
ein Projektionsoperator, wenn P,P, = O ist für i +. Dann gilt 
PV=PVY+L-- + PV. 


$12. DER DUALE VEKTORRAUM 
1.EINLEITUNG 


-Eine wichtige Klasse linearer Abbildungen sind die linearen Abbildungen eines 
linearen Vektorraumes F in den Vektorraum R der reellen Zahlen. Diese linearen 
Abbildungen heißen lineare Funktionale auf dem Vektorraum V. Die Untersuchung 
der linearen Funktionale auf dem Vektorraum V eröffnet neue Möglichkeiten zur 
Beschreibung der linearen Mannigfaltigkeiten v von Y und damit zur Interpretation 
linearer Gleichungssysteme. 


definiert, so ‘ist A’ dann und nur dann ein Operator einfacher Struktur, wenn A = |[&»;|'n,„n eine. 
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*Die Bedeutung der linearen Funktionale im Fall eines unendlichdimensionalen 
Vektorraumes wird durch die Bemerkung charakterisiert, daß das bestimmte Inte- 
gral ein lineares Funktional auf dem Vektorraum der stetigen oder allgemeiner auf 
dem Vektorraum der integrierbaren reellen Funktionen ist. Die verschiedenen Ver- 
allgemeinerungen des Riemannschen Integralbegriffes, die in der Analysis eine Rolle 
spielen, gehen von dieser Auffassung des Integrals als lineares Funktional auf.einem 
linearen Vektorraum von Funktionen aus. , 


2.LINEARE FUNKTIONALE; DER DUALE VEKTORRAUM; 
DAS KLAMMERSYMBOL 


' Ein lineares Funktional y* auf einem Vektorraum P ist eine lineare Abbildung von V 

in den Vektorraum R der reellen Zahlen.!) Der Vektorraum /(V, R) der linearen - 
Funktionale auf dem Vektorraum V heißt der zu V duale Vektorraum und wird mit 

V* bezeichnet. Die Elemente von Y* werden häufig auch duale Vektoren oder Ko- 

vektoren genannt. | 


1°. Ist R" der lineare Vektorraum der n-tupel von reellen Zahlen, so erhalten wir r lineare Funk- 
tionale ö, , 62, -.-, 6, durch : 
öldı ’ &, ..y &,) — & (= 1, 2, “ n). 
Dieses Beispiel läßt sich für den Jinearen Vektorraum RM) der reellwertigen Funktionen auf der 
Menge M verallgemeinern. Ist ze M, so definieren wir ein lineares Funktional ö, auf RM) durch die 
Gleichung 
Ö,x = xa). 


2°.* Es sei D_(%o,.ßo) der lineare Vektorraum der auf dem Intervall [&o; fo] definierten und dort 
beliebig oft differenzierbaren reellen Funktionen. Ist &0 < 0 z Bo, so definieren wir ein lineares 
Funktional ö durch j 
. IF) = FO). 


Das Funktional ö heißt das Diracsche 6-Funktional oder auch die Diracsche 6-Funktion und ist für 
viele physikalische Anwendungen, z. B. in der Quantenmechanik, von großer. Bedeutung. „ 


Wir untersuchen die Beziehungen zwischen einem linearen Vektorraum Y und 
seinem dualen Vektorraum V* und betrachten dazu einen festen Vektor xe V. Für 
jedes y* e V* ist y*(x) eine reelle Zahl. Der Vektor x e V definiert also eine Abbildung 
des Vektorraumes V* in die reellen Zahlen R. Wir bezeichnen diese Abbildung mit 
x**; sie wird durch die Gleichung _ 


Er >. | @) 


i) Die linearen Funktionale auf dem Vekiomaum V werden auch Linearformen genannt. 2a dazu 
813, Nr. 3. 
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definiert. Die Abbildung x** ist eine lineare Abbildung von Y* in den Vektor- 
raum .R der reellen Zahlen und damit ein Element des dualen Vektorraumes V** des 
Vektorraumes V*. Es ist nämlich x**(&y*) = (ay*) (x) = &y*(x) = a x**(y*), und für 
y,yzeV/*gilttyr +y)=Wr + ya) = ya) +) SROHD HOP. 


I. Ist V ein linearer Vektorraum, V* der duale Vektorraum von V und V** der duale 


Vektorraum von V*, so definiert die Gleichung 


= ® 


Def 


eine lineare Abbildung von V in V**. Dabei wird das lineare Funktional x** auf dem 
Vektorraum V* durch die Gleichung (1) bestimmt. 


Für die Abbildung ® ist O(x, + x) = (x + x2)**, und für jedes y*e V* gilt 


(X + %)”* 0) = y*(&, +22) = y*laı) + y*2) = at*y*) + rg) 


= +90) 
(X +.23)** = xf* + x* = D(x,) + DB). 


oder 


Betrachten wir D(ax) = (ax)**, so gilt entsprechend 
(ax)** (y*) = y*(ax) = a y*(x) = a 7**(p*) = (ax**) (pr) für jedesy*eV*, 


. und damit ist («x)** = ax** = aÖ(r). Die Abbildung © ist eine lineare Abbildung 
von Vin V ** und wird als die kanonische lineare Abbildung von V in V** bezeichnet. 


II. Für einen endlichdimensionalen Vektorraum V ist die kanonische Abbildung ® 
von V in V** eine reguläre lineare Abbildung von V auf V**. 
® ist ein Isomorphismus von V auf V**. 


Den Beweis erhalten wir aus dem folgenden Satz 


II. Ist 8 = {x,,...., x.) eine Basis des n-dimensionalen Vektorraumes V, so gibt 
es n lineare Funktionale xt, ..., x*e V*, für die 


x7(x,) a 6,5 (ij =1,2, ... n) (3) 


‘ist (ö,, bezeichnet das Kronecker-Symbol). Die Kovektoren x*, ..., x* sind linear 
unabhängig und bilden eine Basis ®* = {xt,....,x*} von V*. 

, Die Basis ®* heißt die Kobasis oder die duale Basis zur Basis B. 

. Wir beweisen zunächst den Satz III: Da die Vektoren x,, ..., x, eine Basis von V 
bilden, wird für jedes i = 1, 2, ..., n durch die Gleichungen (3) eine lineare Abbildung 
von V in R definiert. Für x = &,x, + - + &,x, gilt x(x) = £,. Da nach $9, Nr. 3, 


Satz VI die Gleichung dim V* = dim /(V, R)=n-1=ngilt, bleibt nur die lineare 


Unabhängigkeit der so definierten Kovektoren xt, ..., x* zu beweisen. Es sei 


rt + tor. 


142 II. Lineare Abbildungen von linearen Vektorräumen ohne Metrik 


Für den Basisvektor x, ( =], ..., n) gilt dann 


(rt + nn) R) = ri) = 0 = 0) = 0, 


und daraus folgt die lineare Unabhängigkeit der Kovektoren x*, ..., x*. 

Zum Beweis von Satz Il'seix + 0 ein Vektor aus V. Wir ergänzen x, = x.zu einer 
Basis 8 = {x = X, X, 5X} von V. Ist 'B* = {xt,...,x#} die Kobasis zur 
Basis 3, so gilt x**(xf) = u) = x*(x,) = 1, und folglich ist x** = Ö(x) + o**. 
Dann ist D"!({o**}) = {o}, und die Abbildung © ist regulär. Für die reguläre Ab- 
bildung © gilt dim DV = dim V = n. Andererseits ist DV ein linearer Teilraum des 


“linearen Vektorraumes V**, der als dualer Vektorraum des n-dimensionalen Vektor- 


raumes V* ebenfalls die Dimension n besitzt. Daraus folgt DV = V**, und Satz II 
ist bewiesen. j u 
Es ist zweckmäßig, die Vektoren xe V für einen endlichdimensionalen Vektor- 


. raum Y mit den Vektoren x**e V** zu identifizieren. Die Vektoren xe V fassen 


wir gleichzeitig als lineare Funktionale x(y*) = y*(x) auf dem dualen Vektorraum 
Y* auf. Wir sagen: 


Der duale Vektorraum des dualen Velderaines eines heul Vektor- 
raumes ist der ursprüngliche Vektorraum.!) er 


Um die Symmetrie in den Beziehungen zwischen den Vektorräumen V und V* 
deutlicher hervortreten zu. lassen, definieren wir eine reellwertige Funktion auf der 
Menge der Paare (x, y*)mitxeV,y*eV*, die wir durch eckige Klammern C ? be- 
zeichnen und das Klammersymbol nennen: 


SE 0 Au 0 BE NE EU ED Ze 2= (4) 


Dabei ist y* e V* ein lineares Funktional auf dem Vektorraum VundxeV/ ein lineares 
Funktional auf dem Vektorraum v* Sind x, x,,x2e V, y*, yt, yfe V* und & € R, 
so gelten für das Klammersymbol folgende Gleichungen 


x + x%2,y*) = (1, y*) + (x, y*); | 


<ax, y*) za), = Ze (5) 
rm =D | Zu 
0°) =a:(&,y*). 


Wir sagen: Das Klammersymbol ist in jedem Argument linear. 


1) Die genannte Identifikation kann stets vorgenommen werden, wenn die kanonische Abbildung ® 
von Vin V** ein Isomorphismus von V auf V** ist. Derartige Vektorräume heißen reflexiv. Für sie 
gelien alle im folgenden bewiesenen Sätze, in denen die Endlichkeit der Dimension nicht direkt eine 
Rolle spielt. 
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Die Linearität des Klammersymbols in jedem Argument ermöglicht seine Berech- 


nung. Ist 8 = {x,, ..., x„} eine Basis von V und ®* = {xf, ..., xf} die zu ® duale 
Basis, so gilt für den Vektor x = &,xıı +" +& eV 


N = ++ ad (el.nn (6) 


und für den Kovektor y* = nit tn eV* 


N mt en) 


Auf diese Weise lassen sich zunächst die Kocrdinacn des Vektors x in ee auf 


die Basis ® durch das Klammersymbol für den Vektor x und die Elemente der , 


Kobasis 8* ausdrücken. In der Gleichung (6*) werden entsprechend die Koordinaten 
des Kovektors y* in bezug auf die Kobasis ®* durch die Werte des Klammersymbols 
für die Elemente der Basis ® und den Kovektor y* ausgedrückt. Für den Wert des 


Klammersymbols (x, y*) ergibt sich 


Yemen PR 0 


3°, Wir betrachten abermals den linearen Vektorraum R". It® = feı, e2> -- en) seine kanonische 
Basis, so bilden die in 1° erklärten linearen Funktionale 6, , 62, ..., 6, die zu B gehörende Kobasis. 


Nach Definition von ö, und e;, ist 


le)=d, Gj=1,2,-,n) 
oder 
KCHR 6) m Ö, @j = 1, 2, . n). 


Wir weisen.den Leser darauf hin, daß eine Basis ® = pi, Dez x) von V und eine Basis 
B*+= (xf, = xt} von V* dann und nur dann in der Beziehung Basis-duale Basis stehen, wenn 


a, > =6,(@Wj=1,2,...,n) ist. Fassen wir V als den zu V* dualen Vektorraum auf, so ist ® 


die duale Basis zur Basis Br 


3.ANNULLATOREN UND ANNULLATORRÄUME; 
* BESCHREIBUNG LINEARER TEILRÄUME UND MANNIG- 
FALTIGKEITEN DURCH GLEICHUNGEN, 


Nachdem in Nr. 2 die- Beziehungen zwischen. einem Vektorraum und seinem dualen 


Vektorraum allgemein untersucht wurden, sollen jetzt die Beziehungen zwischen Teil- 
räumen. und linearen Mannigfaltigkeiten in einem Vektorraum und seinem dualen 
Vektorraum analysiert werden. 

Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum!) und x ein Vektor aus V. Ein 
Kovektor y* e V* heißt ein Annullator des Vektors xe V, wenn (x, y*) = 0 ist. Ent- 
sprechend heißt auch x ein Annullator von y 


1) Beziehungsweise ein reflexiver Vektorraum. 
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Ein Kovektor y* heißt ein Annullator einer Menge % von Vektoren aus V, wenn er 
ein Annullator eines jeden Vektors aus X ist. Bezeichnen wir die Menge aller Annul- 
latoren von A mit N*(W), so ist N*(A) = “N N *). Die Menge N*({x}) der Annulla- 


toren eines Vektors ze V ist das vollständige Urbild x=1({0}) der reellen Zahl 0 
bei der linearen Abbildung x von V* in Rund folglich ein linearer Teilraum von V*. 
Dann ist auch N*(Q) als Durchschnitt von linearen Teilräumen ein linearer Teilraum 
von A. i 


IV. Die Annullatoren einer Menge X von Vektoren aus V bilden einen linearen Teil- 
raum N*(A) von V*. 

"Die Annullatoren einer Menge ur von Kobektolen aus V* bilden einen linearen 
Teilraum N(U*) von V. 


Der zweite Teil von Satz IV ist eine unmittelbare Folgerung-aus dem ersten Teil, 
wenn man berücksichtigt, daß Y der.duale Vektorraum von Y* ist, und die Rollen 
von V und V* vertauscht. 


Die linearen Teilräume N*(W) bzw. Nr) werden Annullatorräume der Menge X 
'von Vektoren aus V bzw. der Menge W* von Kovektoren aus V* genannt. 


Wir betrachten nun den Annullatorraum N(X*) einer Menge A* von Kovektoren, 
die selbst Annullatorraum einer Menge X von Vektoren aus V ist: X" = N *(Y)..Dann. 
gilt für die Vektoren ze X er 

<x,y*>=0 fürall yreN*M. (8) 
Die Menge N(N*(W) besteht aus allen Vektoren xeV, für die die Beziehung (8) 
gilt. Foiglich gehören die Vektoren xeX zur Menge N(N*(A)), und es ist 
AS N(N*(M)). Beachten wir, daß N(N*(M)) ein linearer Teilraum von V ist, so folgt 
sogar LU) = N(N*(M). Wir beweisen den folgenden Satz: ; 

V. Ist X eine Menge von Vektoren aus V, N*(%) der Annullatorraum von X und - 
N(N*(W) der Annullatorraum der Menge N*(%) von Kovektoren aus V*, so gilt 

NN*@) = L@. | 
' Ist X* eine Menge von Kovektoren aus V*, N(U*) der Annullatorraum von U* und 
N*(N(A*)) der Annullatorraum der Menge N(X*) von Vektoren aus V, so gilt 


N*(NQ%)) = LQ*).) 


Ferner ist 
s dim L(Q) + dim N*(Q) = dim V, (9) 
un ; 
dim 2 + dim NA* = dim V/*. (9*) 


1) Der interessierte Leser beweise die Gleichungen N(N a) = EN und N*(N&X*)) = u für 
einen teflexiven Vektorraum V. 
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Die zweite Behauptung dieses Satzes sowie die zweite der Dimensionsgleichungen 
folgen unmittelbar aus der ersten durch Vertauschung von V und V*,. Es genügt 
also, die erste Aussage sowie die Gleichung (9) zu beweisen. 

In der Menge W wählen wir ein System x,, ..., x,, linear inablangieer Vektoren, 
so daß jeder Vektor aus Yvonx,, ..., x, linear abhängig ist. Dann istm = dim L(A). 
Die Vektoren x,,..., x. ergänzen wir zu einer Basis ® = {r,, ..., Fu von V - 
und bezeichnen mit ®* = {xf,....,x*} die zugehörige Kobasis. Ist ye V* und - 

= Bixt + + Buch, so ist a > = f,, und wenn y*e N*(A) ist, so muß 
fı = Pr = = Bm = 0 sein. Ist umgekehrt ß, = ßz = --- = Pu = 0, so gilt für 
jeden Vektor x = a,x%, + + + x, € V die Gleichung 


(x, y*) = mi" Bun+1 m &n° "Pa 


Ist ze, so ist &aı = = %,=0, und folglich gilt (x, y*> = 0. Damit ist 
Na = Lkr: en), und die Gleichung (9) ist bewiesen. Dann gilt auch (9*); 
setzt man in ihr W* = N *(W), so ist L(U*) = N*(U), und die Gleichung (9*) läßt sich 
in der Form dim N(N*@)) = dim V* — dim N*(W schreiben. Da dim Y* = dim 
ist, folgt hieraus und aus der Gleichung (9) dim N(N *) = dim Z(%) und damit 
die Behauptung. 

Sind X, und 9, zwei Mengen von Vektoren aus V und ist %X, < U,, so gilt offen- 
bar N*(X,) 2 N*(%,). Ist nämlich y* e N*(W,), so ist (x, y*) = 0 für alle xeA,, 
also auch für alle xe X. 


*Es sei Wein m-dimensionaler Teilraum von V. Der Annullatorraum N *(W) besitzt die Dimension 
m* = n— m,undesseiß$ = {pf, ---, vn eine Basis von N*(W). Dann gilt N®) > N(N*(W))= W. 
Andererseits ist dim N(®$) + dim L8$) = n, also dim N(8$) = m und folglich W = N(8#). 


Der lineare Teilraum W besteht aus. allen und nur den Vektoren xe V, für die | 
ar =0 d=12.,m) 
ist. Folglich gilt 
W= \ N(p#), 


und N (pP) = "(fo ist ein (n — äikensiner Teilraum von P. 


VI. Jeder m-dimensionale lineare Teilraum W von V ist der Durchschnitt von n — m linearen Teil- 
räumen der Dimensinn — 1 und läßt sich durch n — m.Gleichungen der Form 


. xy =0 (Ü=1,2, ..,m* " (109: 
beschreiben: 


Ist M= xo + Weine m-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit in V, so betrachten wir die m* 
Kovektoren yf#, ..., y*. e N*(W) und erhalten für jedesx= xy tzeM,zeW 


x, yF > =E ot 2,» F == X: yF > + 2, y> == Xu, Pr > Se Bi 
füri= 1,2, ..., m*. Ist umgekehrt für einen Vektor xe 
& vr =ß=&0yD (G=12,...,m*), 


so folgt <x, p> — (ro, yP> = (X - 2x0, yP> = Ooderx— x, € W und damit xeM. 
11 Boseck 
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Die lineare Mannigfaltigkeit M = xo + W besteht aus allen und nur den VektorenxeV, für die 
um Mh d=1L2..m‘) 
ist. Folglich gilt 
M= h [xo + Nt{p# pl. 


Die Mannigfaltigkeiten x0 + N({y#}) = »#"!({B,}) besitzen die Dimension n - 1. 


VI’, Jede m-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit M von V ist. der Durchschnitt von n — m linearen 
‘ Mannigfaltigkeiten der Dimension n — 1 und läßt sich durch n — m Gleichungen der Form 


Ray) = ß: [0 ni 1, 2, .. m*) j (10) 
beschreiben. ; 
Es sei 8 = (x, X} eine Basis von V und ®* = x, .... x#} die zugehörige Kobasis von V*. 


Die Vektoren x& M sowie die Kovektoren y* € N*(W) lassen sich durch die Basis 8 bzw. die Ko- 
basis B* in der Frmr= &n + +5, und yF = ont + + oma (= 1, 2, ..,.m*) aus- 
drücken. Für die Gleichungen (10) und (10°) ergibt sich. E 

xy) = ht te neh (=. m*) 
bzw. : 
x, yF) = 0 -& + ir 1477 -&, —=0 (= 1, 2, “2 m*). 
‚Der Vektor x € V gehört dann und nur dann der linearen Mannipgfaltigkeit M bzw. dem linearen 
Teilraum W an, wenn seine Koordinaten Ei, .., &, in bezug auf die Basis ® dem inhomogenen 
linearen Gleichungssystem in j j 


Zu = ß: G@=1,..,n- m 
bzw. dem homogenen linearen Gleichungssystem 


n id B 
Zu = 2 G=1,.,n- m) 


genügen. Damit ist gezeigt, daß sich jeder lineare T. eilraum und jede lineare Mannigfaltigkeit eines 

endlichdimensionalen Vektorraumes durch ein lineares Gleichungssystem beschreiben lassen. Wir haben 

. darüber hinaus das Klammersymbol als abkürzende Schreibweise für lineare Gleichungen erkannt. 

" Die Bedeutung dieser Schreibweise liegt in ihrer Verallgemeinerungsfähigkeit auf unendlichdimen- 
sionale Vektorräume., 


4. DIE ADJUNGIERTE ABBILDUNG; RECHENREGELN; 
DIE TRANSPONIERTE MATRIX; 
DER RANG DER TRANSPONIERTEN MATRIX 


’ 


Es seien V und V’ zwei lineare Vektorräume, Y* und V’* ihre dualen Vektorräüme: 
und Ae /(V, V’) sei eine lineare Abbildung von V in Y’. Ist y’*e V’* ein beliebiger 
Kovektor, so definiert er eine Abbildung y* von V in R durch die Gleichung 


’o= = KAx,y ey En I (1) 


Wenn wir‘ RR daß y* eine lineare Abbildung ist, so ist y* eV*, und durch 
die Gleichung (11) wird jedem Kovektor y’* e V’* ein Kovektor y* e V* zugeordnet. 
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Die Gleichung (11) bestimmt also eine Abbildung von V’* in Y*, die wir mit 4* be- 


zeichnen: 
Aty't = y*. | (2) 


Def, 
Die Definitionsgleichungen (11) und (12) lassen sich zu einer'Gleichung 
x, Aty*) = <Ax,y*) (weV,y*eV'*) (13) 


zusammenfassen. Wir beweisen schließlich, daß A* eine lineare Abbildung von V’* 
in V* ist, und erhalten den Satz 


VII. Jeder linearen Abbildung AesAV,V') entspricht eine eindeutig bestimmte 
lineare Abbildung A* e Z(V'*, V*). Der Zusammenhang zwischen den Abbildungen A 
‚und A* wird durch die Gleichung 


x, Aty*) = (Ax, y'*) 0) 


beschrieben, in der x einen beliebigen Vektor aus V und Be einen beliebigen Kovektor 
aus V"* bezeichnet. 


Die Abbildung A* heißt die zu A adjungierte lineare Abbildung. 


Wir beweisen die Linearität der durch (11) definierten Abbildung y*. Istx,,x,e P, 


so gilt ; 
a ya +0) = A&ı + 2), 9) = (Axı + Ax2, y*) 


= (Axrı,y'*) + (Axtz, y’*) = pH) + y°R)- 
istxeR, so erhalten wir 
y*(&x) = (Alax), y*) = (aAx, y*) = a: (Ar, y*) = 0 y*lR).. 


Als nächstes beweisen wir die Linearität der durch die Gleichung (12) definierten 
Abbildung 4*. Für y/*, y3 * © V’* erhalten wir aus (11) und (12) 


[AD + HI) = Aw; yit + ya) = Ar, yit) + (Ar, ya) 
= [Ay] ee) + [Ay] a) = [Aryı* + Ay]. 


Da diese Gleichung für jedes ze / gilt, folgt A*(yi* + y3*) = A*yı* + A*y3*. Ist 
&eR, so gilt entsprechend 


[Ay )]R) = <Ax, ay*) = 0: (Az, y*) =: [4° "]@) = [&A4*y'*] @. 
und daraus folgt A*(ay’*) = aA*y *y’*, Satz VII ist damit bewiesen. 


Für den Übergang zur aan linearen Abbildung gelten folgende Rechen- 


regeln: (A, + A) = At A (An Are, N); ä 
b) (&A)* = &4* (AEHV,V'),aeR); 


c) (4’A)* = 4*A'* (Ae4W,V'), A eAV',V")). 
11* i " 
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_ Sind die linearen Vektorräume V und V’ endlichdimensional?),. so gilt darüber hinaus: 
(AH* = A (des/V,V’)). 


Zum Beweis betrachten wir die Gleichung (13) für zwei lineare Abbildungen 
Aı, Az € s/(V, V’). Dann gilt für jeden Vektor xe V und jeden Kovektor y’*e V’* 


x, (A, + Add* y*) = ((Aı + A2)x, y'*) = (Ark + Apr, y*) 
= (Aus, y*) + (Aa, y'*) = (x, Aty'*) + (m, Ady'*) 
m Ay + AN = AH ADIN. 


Es ist also (x, [(Aı + A2)* — (AF + AH)]y*) = 0 für jeden Vektor xe V. Daraus 
folgt [(Aı + A2)* - (dt + AH]y* = Ai für jeden Kovektor y’*e V’*, und das 
bedeutet (A, + Az)* - (AF FAND = 

Wir haben die Gleichung a) Be Die Gleichung b) beweist man entsprechend. 
Sind A und A’ lineare Abbildungen aus S/(V, V’) bzw. aus Z(V’, V"), so ist, 
A’AeSA(V, V’'). Infolgedessen ist (4’4)* e /(V"'*, V*). Für jeden Vektor xeV/ 
und jeden Kovektor y’* e V"'* gilt 


(x, (AA Yr) = (AA) 8, y"r) = CAAR), y) 
= (Ax, A'ty"*) = (x, Ar(A*y’r)) 
= (8, (A) y®). 


Aus dieser Gleichung schließt man die Gleichung c) in Analogie zu den im Fall a) 
angegebenen Schlüssen. 


Wir machen den Leser ausdrücklich darauf aufmerksam, daß man die Reihenfolge der Faktoren 
eines Produktes von linearen Abbildungen beim Vbrpae zu den adjungierten Abbildungen ver- 
tauschen muß. 


Zum Beweis der Gleichung d) erinnern wir daran, daß wir für endlichdimensionale 
Vektorräume Y** mit V und V’** mit V’ identifiziert haben. Infolgedessen ist 
(A*)* e ZW, V’), und für jeden Vektor ze V und jeden Kovektor y*eV’* gilt 
X(A*)* x, y’*) = (x, A*y'*) = (Ax,y'*). Aus dieser Gleichung läßt sich ent- 
sprechend dem Fall a) die Gleichung d) ableiten. 


Im folgenden untersuchen wir die Beziehungen zwischen den den inearen Ab- 
bildungen A und A* zugeordneten Matrizen.. Wir betrachten wiederum endlich- 
- dimensionale lineare Vektorräume V und V’. Es sei 8 = {x,,....x.} eine Basis 
von V und ®’ = {xj,...., x,.} eine Basis von V’. Mit ®* = {xf,...., x} und mit 
8'* = {xi*, ..., x/*} bezeichnen wir die dualen Basen von ® bzw. ®’ in V* bzw. 


1) Allgemeiner: reflexiv. 
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V’*. Die Matrix ||Al| = lar:lln,n der linearen Abbildung Aes/(V, V') in bezug 
auf 8 und ®’ erhalten wir durch die Gleichungen 


Azı= J, ayızı @=1,2. ‚N). 
v’=1 . 
Die Koordinaten &ın(=1,2,...,n’) des Vektors Ax, in bezug auf die Basis ®’ 
können wir nach (6) in der Form 


= (Ar, u) (Üel,.,n;i=]|,...,n) 


ausdrücken, wobei x*, ..., x4* die Elemente der Kobasis B’* von ®’ bezeichnen. 
Ist 4* = ||4*]] = |} ham die Matrix, die der linearen ARE? A*-in bezug 
auf 8’* und ®* entspricht, so gelten die Gleichungen 


Art = Yahat (’=1,...,m), 
i=1 
deren Koeffizienten wir nach (6*) in der Form 
el, Art) G=el,.,nd’=1,..,n) 
schreiben können. Aus der Gleichung (13) erhalten wir 
X =an (=1,2.,n 0 =1,.,M). = aa) 


Schreiben wir uns die Matrizen A = ©, „A und 4* = Dg.,9,4* ausführlich auf, 
so gilt 


&ıı Aı2 --- &Kın &ıı Rz + m 
Ä= &aı K22 ».. Kon z A* — ||Xı2 %22 --- Ana F 
Opı On’2 +++ Oyın Kan Kan ++ Ann 


Die Matrix A* entsteht aus der Matrix A: durch Spiegelung an der Hauptdiagonalen.. 


Ist A eine gegebene Matrix, so bezeichnen wir die Matrix 4*, für deren Elemente 
die Gleichungen (14) gelten und die aus der gegebenen Matrix durch Spiegelung an 
der Hauptdiagonalen entsteht, als die zu A fransponierte Matrix und schreiben 

AA. (15) 


Die Zeilen der Matrix A sind die Spalten der transponierten Matrix A’, und die Spalten 
der Matrix A sind die Zeilen der transponierten Matrix A". 

VII. Es seien V und V’ endlichdimensionale lineare Vektorräume, V* und V'* die 
zugehörigen dualen Räume. Ist A e.s/(V, V’) eine lineare Abbildung von V in V’ und 
ist A* e s/(V’'*, V*) die zu A adjungierte linenre Abbildung, so sind die nen 
Matrizen zueinander transponiert, d. h., es gilt ’ 


Ar = Don, gu(A*) = (u, = Han, 


Dabei sind die Basen ®, ®* und ®’, 8’* als zueinander dual vorausgesetzt. 
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Den oben bewiesenen Rechenregeln a)—d) für den Übergang zur adjungierten Ab- 
bildung un die Regeln für das Rechnen mit transponierten Ma- 
trizen: 

a’) (A + A) = Al +42, 


b’) (A) = aA", 
ce) (4’ N A)" 2 4A' a AM, 
d’) (A)" =A.. 


. Dabei ist vorausgesetzt, daß die Matrizen A, und A „vom gleichen Typ sind, während ® 
die Typen der Matrizen, 4’ und A so gewählt sein müssen, daß ee Produkt A’ A 
erklärt ist. 


“Wir weisen auch hier besonders auf die Vertauschung der Reihenfolge der Faktoren eines Produktes 
beim Übergang zur transponierten Matrix hin. 


Die Gleichungen a’)-—d’) erhält man direkt aus den Gleichungen a)—d), wenn 
man von den linearen Abbildungen zu den ihnen zugeordneten Matrizen übergeht 
und Satz VIII berücksichtigt. 

Aus verschiedenen Überlegungen wissen wir, - daß de Rang einer Matrix oder einer 
linearen Abbildung in unserer Theorie eine bedeutende Rolle spielt. Da der Rang 
einer linearen Abbildung mit dem Rang der zugehörigen Matrix übereinstimmt, 
genügt es, wenn wir untersuchen, wie der Rang einer linearen Abbildung A mit dem 
Rang ihrer adjungierten Abbildung A4* zusammenhängt. Wir beweisen die Sätze: 


IX. Sind: die linearen Vektorräume V und V' endlichdimensional und ist 
A*ESLV'*,.V*) die zu Ace AV, r adjungierte lineare Abbildung, so gilt 


r(4*) = r(A). 


IX’. Der Rang der fransponierten Matrix A" ist gleich dem Rang der BE 
Matrix A. 


Satz IX’ erhält man aus dem Satz IX, wenn man von den Abbildungen A und A4* 
zu den ihnen zugeordneten Matrizen übergeht. 

Wir haben früher bewiesen ($9, Nr. 6, Satz VIII), daß der Rang einer Matrix 
‚gleich der Dimension des von ihren Spalten erzeugten Teilraumes von /,, d.h. 
‚gleich der Maximalzahl ihrer linear unabhängigen Spalten ist. Da die Spalten. der 
transponierten Matrix mit den Zeilen der ursprünglichen Matrix übereinstimmen, 
erhalten wir aus dem Satz X; 


X. Der Rang einer Matrix A ist gleich der Dimension des von ihren Zeilen erzeugten 
.  Teilraumes von Ar 
Der Rang einer Matrix ist die Maximalzahl ihrer Incar Be Zeilen. 
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Damit haben wir eine neue Charakterisierung des Ranges einer Matrix gewonnen 
und festgestellt, daß die Zeilen und Spalten einer Matrix für die Berechnung des 
Ranges gleichberechtigt sind. 

Wir müssen noch den Satz IX beweisen. Dazu beissen wir den Annullatorraum 


. N*(AV)) des Bildes der Abbildung A. Dieser Teilraum von V’* besteht aus allen Ko- 


vektoren y’* mit der Eigenschaft 
<Ax,y*)=0 fürall xeV. 
Diese Gleichung gilt aber dann und nur dann, wenn 


x, Ay) =0 füralle eV 


ist, und daraus folgt A*y’* = 0*. Der Teilraum N*(AV) ist also gleich & dem Kern = 


der Abbildung A*. Betrachten wir die Beziehungen zwischen den Dimensionen der 
auftretenden Vektorräume, so gilt 


M(A*) + d(4*) = dim V’* = dim U’ 
-dim AV + dim N*(AV) = dim V'. 


un 


Aus den Gleichungen r(A) = dim AV und d dA) = dim N*(A n folgt dann die: Be- 


hauptun g- 


5.DER ADJUNGIERTE OPERATOR; * KOVARIANTES 
UND KONTRAVARIANTESTRANSFORMATIONSVERHALTEN, 


Wenden wir die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnitts auf ‚den Spezialfall 
V'.,= Van, so erhalten wir den folgenden Satz über die Beziehungen zwischen den 


linearen Operatoren auf einem Vektorraum und den linearen Operatoren auf dem 


zugehörigen dualen Vektorraum. 


XI. Jedem linearen Operator Ae .s/(V) entspricht eindeutig ein linearer Operator 
‚ Ates/(V*). Der Zusammenhang zwischen den OBEtaIDEeN A und 4* wird durch die 
Gleichung 

(x, A*yr) = (Ar, y*) (ve v,y* eV*) 
gegeben. 


Der Operator A* heißt der zu A adjungierte Operator. 7 
Für den Übergang zum adjungierten Operator gelten folgende Rechenregeln: 


a) (A, + A,)* =.AF + A% (A, A2E Z(V)); 

b) («A)* = aA* (Ae4W),aeR): 
)(4'A)* = ArA'* (4,484); 

c_) (a-)* = (A*)-! (4e A(V), A regulär). 
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Ist V ein endlichdimensionaler!) Vektorraum, so gilt überdies 
d)(ANY*=A (de sV)). 


Ist ® eine Basis von Y und ®* die zu ® duale Basis von V*, so sind die den Operatoren 


A bzw. A* in bezug auf die Basen ® bzw. ®* zugeordneten quadratischen Matrizen 
‚transponiert: 


Ar= A, 


und für das Rechnen mit transponierten Matrizen gelten die Regeln a’)—d’) des 
vorhergehenden Abschnitts. Aus der Gleichung: c_) ergibt sich darüber hinaus für 


“eine reguläre quadratische Matrix A die Gleichung 


c_) (At) = (AT)! (A regulär quadratisch). 


Die Gleichung c_) müssen wir noch beweisen. Sie folgt unmittelbar 'aus c), wenn 
man beachtet, daß E* der Einsoperator auf dem Vektorraum V* ist. Es ist 
A="4A = E. Durch Übergang zum adjungierten Operator erhält man die Gleichung 
4*(4-')* = E*. Wird diese Gleichung von links mit (4*)-! multipliziert, so folgt c_). 
Die Gleichung c/_) ergibt sich durch den Übergang von den Operatoren zu den ihnen 


‘entsprechenden Matrizen. 


*Wir betrachten zwei Basen des linearen Vektorraumes Y, die wir mit ®, = (X; ..,%7} und 
B,= 17 Be In} bezeichnen. Ist 4 der lineare Operator, der die Basiselemente von ®, in die Basis- 
elemente von B, überführt, so sind die Bilder 4*Bf der zu ®, dualen Basis B# die Elemente der zu 
8, dualen Basis B*. Aus den Gleichungen Ax; = y, für i= 1,2, ..,n folgt nämlich 


6,= u? = <Ax,,yP> = x; A*y = (x, x). 


"Die linearen Funktionale 4*y*, x* j = 1, 2, ..., n) stimmen auf einer Basis von V überein und sind 
7>% 


folglich gleich: 
Aryt=axt für j=l,2,.,n 
Durch Übergang zu den Matrizen erhalten wir unter Berücksichtigung von $ 11, Nr. 4, Satz VII: 


XU. Sind®, = {xı, .--, x} und ® = (pi, --, yo zwei Basen des n-dimensionalen Vektorraumes V, 


sind &# = {x#, ..,x#} und®# = {pf, .... y#).die zugehörigen dualen Basen des dualen Vektorraumes V* 
und ist 


Jı = y Spk = zZ az, @ = 4, aeg: n), i (16) 
i vl e= s 
so gilt i j 
N . n 
af=Douy, yE= -3 of DE del.,m. i (16*) 
ie1 : 


Sind &1, -.-, &n bzw. N1, --» Mn die Koordinaten eines Vektors x in bezug auf die Basen B, bzw. ®z 
und sind E#, ..., &* bzw. nf, ....n* die Koordinaten eines Kovektors x* in bezug auf die Kobasen ®* 
bzw. BF, so gilt : 


n = " 
Er Dam: N, DE @=1,..,n) ‚ (17 


1) Allgemein ein reflexiver. 
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a - and, = Eos Dinf (el,.,n). Se am 


25} 
Dabei ist ne Dinn= AtdiezuA= erden inverse Matrix. 


- Betrachtet man die Gleichungen (16)-(17*) näher, so stellt man fest, daß die e Gieichungei (16) und 
(17*) sowie (16*) und (17) ineinander übergehen, wenn man x durch &* und » durch 7* bzw. x* durch 
€ und y* durch 7 ersetzt und umgekehrt. Es ist üblich, dies Aueh die folgende Formulierung aus- 
zudrücken: 


Die Koordinaten des Vektors x transformieren sich beim Übergang von der Basis %, zur Basis ®; 
kontravariant zu den Basen ®, und B, und kovariant zu den Kobasen B* und ®#. 

Die Koordinaten des Kovektors x* transformieren sich beim Übergang von der Basis B, zur . Basis a 2° 
kovariant zu den Basen ®, und ®, und kontravariant zu den Kobasen BX und ®#. 


Zum Beweis von Satz XII brauchen wir nur darauf hinzuweisen, daß der Gleichung A*yf = x? 
die Gleichungen. 


Ei = S PER @ =]; ‚N 


entsprechen, wobei 4* = Iaf;lh, „= va die zu A transponierte Matrix ist. Es gilt also of, = an, . 
und daraus folgt die erste der Gleichungen (16*). Alle übrigen Gleichungen erhält man entsprechend., 


6. AUFGABEN 


1. Ist R” der lineare Vektorraum der n-tupel reeller Zahlen x = (£ı, £2,, .-., &,), so definiert jedes 
n-tupel (& 1, &2, ---, &„) reeller Zahlen ein lineares Funktional y* durch : 


HR) tat tan 189) 


Umgekehrt läßt sich jedes lineare Funktional y* auf dem linearen Vektorraum R” in der Form (*) 
durch ein z-tupel (a, , &2, ---, &,) reeller Zahlen beschreiben. 


2. *Ist:C’(o, Bo) der lineare Vektorraum, der auf dem abgeschlossenen Intervall [&,,, 8} definierten - 
und dort stetigen reellen Funktionen, so ist für x(f), »(?) € C(&o. Bo) 


v0) = [re x) dr 
ein lineares Funktional auf dem Vektorraum Ca; Bo). 
3. Man beweise die Matrizengleichungen 
A+A)=AH+AN, (AY=A ud (4A) = Be AT 
direkt, ohne die entsprechenden Eigenschaften für lineare Abbildungen zu benutzen. 
4.* Die durch 
WwA= 4* (AESW)) 


. definierte Abbildung % ist ein Isomorphismus des linearen Vektorraumes /(V) auf. den Inkaren. 
Vektorraum /(V*), und es gilt überdies 


P (AA) = PA; PA,. 
5. Sind Y,, Vz lineare Teilräume von V, so gilt 
NV Va) = NW) + NW), NW U V)= NW) NW. 
Sind Y#, V* lineare Teilräume von V*, so gilt 
NVENVH=NWH+NVH, NVFUVH=-NENNNWN. 
6.* It Y= Vı + V, die direkte Summe der Teilräume V, und Y,, so gilt V*= N*(V,) + N*(P,). 
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813. DETERMINANTEN 


1.EINLEITUNG 


In diesem Paragraphen lernen wir den Begriff der Determinante kennen. Es handelt 
sich. dabei um eine spezielle Funktion, die auf der Menge der n-reihigen quadra- 


tischen . Matrizen erklärt ist und reelle Werte besitzt. Sie spielt in vielen An- 


wendungen eine. wichtige Rolle. In der Theorie der linearen Vektorräume werden 
wir sie unter anderem benutzen, um die lineare Unabhängigkeit von Vektoren fest- 
zustellen; ferner werden wir eine neue Methode zur Berechnung’ der Lösungen eines 
linearen Gleichungssystems angeben, die auf der AnNSCduNg gewisser ‚Sätze über die 
Determinante beruht. 
In der Geometrie dient die Determinante z. B. zur Berechnung von Volumina. Die 
damit zusammenhängenden Fragen der Theorie der Vektorräume werden im $17 
untersucht. *Als Anwendungsbeispiele aus der Analysis nennen wir die Theorie 


‚der. Funktionen mehrerer Veränderlicher (Jacobische Funktionaldeterminante) sowie 


die Theorie der linearen Differentialgleichungen (Wronskische Determinante). , 


N 


2.PERMUTATIONEN; DIE GRUPPEN ©, 


N 


Dieser und der folgende Abschnitt enthalten einige Vorbetrachtungen, die für die 
Definition und das Verständnis der Determinante erforderlich sind. Wir beschäftigen 
uns zunächst mit Permutationen. 

Unter einer Permutation der Zahlen 1,2, ...,n verstehen wir eine umkehrbar ein- 
deutige Abbildung x dieser Zahlen auf sich. Mit (1), (2), ..., rn) werden also 
abermals die Zahlen 1,2, ..., n, aber in einer anderen Reihenfolge bezeichnet. 
Sind x und x’ zwei Permutationen der Zahlen 1,2, ...,n, so kann man die Per- 
mutation =’ auf das „Ergebnis“ x(l), r(2), ..., r(n) der Permutation = anwenden und 


‘erhält abermals eine Permutation, die das Produkt nn der. Permutationen und mv’ 


genannt wird. Für das Produkt ergibt sich folgende Definitionsgleichung: 
(an) 0 = Ra) d=h2a..m. (a) 


Der Leser sei an die Multiplikation von linearen Abbildungen erinnert. 

Die Permutationen sind zwar keine „linearen“ Abbildungen, aber Abbildungen einer Menge auf 
sich. Der Wertebereich der Abbildung x besteht aus den Zahlen 1,2. ..., x, und infolgedessen liegt 
der Wertebereich von x im Definitionsbereich von x’, so daß.’ auf die Werte der Abbildung x 
angewendet werden kann. 


Wir: betrachten ein Beispiel. 


1°. Essein=4, undz und seien folgende Permutationen der Zählen 1,2, 3, 4: 


1>2 1>3 
ARTEN. es 2>2 
31 "34 


4>4 4>1 
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Es ist a{1) = 2, r’(2) = 2, also (r'x) (1) = 2. Es ist (2) = 3, #'G) = 4, (nr) (2). ="4 üsw., 
1—2 MR j 
..2>4 i ee, 
"323 i 
A—1 
Ist z’eine Permutation der Zahlen 1,2, ..., n, so besitzt als umkehrbar eindeutige 
Abbildung eine Umkehrabbildung x ”!, die ebenfalls die Zahlen 1,2, ..., n. auf sich 
abbildet und folglich eine Permutation ist: Für das Produkt m"! gilt offenbar 
(a!) (i) = ifür alle i=1,2,...,n. Die identische Permutation, d.h. diejenige Ab- 
bildung der Zahlen 1,2, ..., n auf sich, die jede Zahl auf sich selbst abbildet, bezeich- 
nen wir mit e: | 
sei (d=1,2.,n. - 7 \ 22) 
_ Dann gelten die Gleichungen | 
1 


ne=n=en, n'ın=e=nn 


Erinnern wir uns.der Definition einer Gruppe (vgl. $ 11, Nr. 2) und beachten, daß die 
Nacheinanderausführung von Abbildungen assoziativ ist, so erhalten wir den Satz 


(Die Permutationen der Zahlen, 2, ...,.n bilden in bezug auf die durch (1) definierte 
M ultiplikation eine Gruppe. 


Diese Gruppe heißt die NER Gruppe vom Grad n und wird mit ©, be- 
zeichnet. 


2°. Wir geben die Gruppe ©; als Beispiel an. 


1-1 12 12 ‚13 1-3 1>1 
e: 2—>2 2: 2—>1 12: 2—>3 N: 2—2 74: 21 Ns: 2->3 


3%, 3 3>3 321 3>1 :322 3>2 
Es ist j E 
M=e mten; M=m'=n, n=5 


2 = ' 
mE, NN Nat = TıTe5 


2. y-i Be a = 
BEN en, mE M=E m;=n Anz = Na. 
*Die Gruppe ©, besteht aus n! = 12 --- n Elementen. 


Den Beweis dieser Aussage führen wir durch vollständige Induktion. Fürz=1i enthält ©, offen- 
bar nur die identische Permutation e:.e(l) = 1, und die Behauptung ist richtig. 

Wir nehmen an, daß ©;_, aus (rn — 1)! Permutationen besteht, und untersuchen &,. Es sei x eine 
Permutation der Zahlen 1, 2, ...,n. Wir betrachten das Bild (rn) = m der Zahl 'n bei der gegebenen 
Permutation z. Dann ist l<.m= n. Mit rn” bezeichnen wir diejenige Permutation aus ©,, die die 
Zahlen m und n vertauscht und alle anderen fest läßt: 


am) =n, an) = m, ma) =; für it m,n 


Für diese Permutation gilt a" "Pa" = &, und das Produkt n” AR von 2” mit der gegebenen 
Permutation ist eine Permutation zn, die die Zahl n fest läßt: x” (n) = (a7) (n) — mm NMm)=n. 
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Multiplizieren wir die Gleichung x” "x = n” von links mit 2”, so gilt 

zu mn — = De, ö 
und wir stellefi fest: Jede Permutation n € ©, läßt sich in der Form 

nnd (<msn) j : (3) 
schreiben. Dabei ist rn” eine Permutation aus &,, die die Zahl n fest läßt. Jeder Permutation a” €©, 
entspricht genau eine Permutation m’ €&,_ı: MU =- ra) ü=1,2, ..,n-— 1). Umgekehrt läßt 
sich jede Permutation r’ € &,_, auf genau eine Weise zu einer Permutation n” € ©, „erweitern“: 

Rd =nl) G=1,2,.,.n-D und 2%n)=n. 
Nach Induktionsannahme gibt es (rn —-D! =1-2--n-—-1D Permutationen x’ € ©,_ı, und folglich 
gibt es (n — 1)! verschiedene Permutationen r” €&,, die die Zahl n fest lassen. Ferner gibt es n 
Permutationen r””°. Wenn wir zeigen, daß. die Permutationen | = a" "nz? und zz = nam, 
nur dann gleich sind, wenn 'n"»? = zum und zn!” = x ist, so folgt die Existenz von (n— 1)! n 
=1:-2.-(n— 1)-n= n! Permutationen der Zahlen 1, 2. „nr und damit die Behauptung. Es sei 
7 = — ee — zr,. Dann ist r,(n) = m, = ine m; und folglich 7" = em, 
Ferner gilt rn? = n"®n, = ns, = SP, und das war zu beweisen. , 


Die Menge aller Permutationen der Zahlen 1,2,...,n unterteilt man in zwei 
Klassen, in die Klasse der geraden Permutationen und die Klasse der ungeraden Per- 
mutationen. Dies geschieht auf folgende Weise. Für eine feste Permutation ne ©, 


betrachten wir das Produkt aul+2+."+n-1= = ZZ D; 


(22) - a{l)) 
x (RB) - a) (@B) - =Q)) 


x (aa =D) - 2) (on - D - 8) (an - 1) - tn - 2) 


x (rn) - #1) (an) — #02)) - (Mn) — in - 2) (mn) - tn - D). 
(H- 
In Analogie zu dem früher eingeführten Summenzeichen ny erklärt man ein Produkt- 
zeichen T] zur abkürzenden Schreibweise eines Produktes: 


n F 
Ia = 1 °02:- @. 


Das Produkt (4) können wir dann in folgender Form schreiben: 


IT eo - =). | ) 


Faktoren: 


I: 


Da die Zahlen x(1), (2), ..., z{n) mit den Zablen 1,2, ...,n bis auf die Reihenfolge: 
übereinstimmen, erhalten wir zunächst 


an j-1 


ILIL @0 - a0) - +] I 0- d. 09 
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Ist (r(l) — (k)), k < I, ein beliebiger Faktor des Produktes, das auf der linken Seite 
der Gleichung (5) steht, so kommt dieser Faktor auch auf der rechten Seite von (5) 
vor, wenn z{]) > ı(k) ist. 

Ist z(l) < nik), so kommt auf der rechten Seite der Gleichung (5) der Faktor 
(rk) — aM) = (all) — n(k)) vor. Die beiden Produkte unterscheiden sich also 
höchstens im Vorzeichen. 


. Das Zahlenpaar (k, Di skzsn;1s N < n) heißt eine Inversion der Permutation' 
. z, wenn k < und n(k) > al) ist. Bezeichnet a(r) die Anzahl der Inversionen der‘ 


Permutation zz, so läßt sich (5) zu der Gleichung 
n j-i an : J-1 ; 
II II @@) - =0) = (-9°“® TI II G-9 | 6) 
seat j=-2i=1 


' verschärfen. Eine Permutation x e ©, heißt eine gerade Permutation, wenn die An- 
zahl ihrer Inversionen «(z) eine gerade Zahl oder gleich Null ist. Ist &(r) eine ungerade 
Zahl, so heißt rn eine ungerade Permutation. Das Vorzeichen oder Signum des Pro- 
duktes (4) wird das Signum der Permutation sı genannt, und man schreibt 


sen z = (-1)® 
Damit gilt der Satz 


FI : ! j . 
(m Eine Permutation m e ©, ist dann und nur dann gerade, wenn sgn rn = 1 oder 
n j-ı on dei 
Il II @@ - x0)= ]JI HG- 
j=2 i=1 j=2 i=1 
ist. : 
Die identische Permutation e. ist eine gerade Permutation, denn es ist &(e) = 0 
30, Als Beispiel einer ungeraden Permutation erwähnen wir die Permutation n®? (Iisk=sn, 


Iis/<n,k-#]), die jede von k und I verschiedene Zahl i(1 Si=<n) auf sich abbildet und die 
Zahlen k und I vertauscht: 


=, nd k, AG) =i für iHk,icl. 


Wir können annehmen, daß k </ ist. Für allei+k,i+lundj +k, j + I folgt dann aus i< jdie 
Ungleichung a?) <n®«P(j). Diese Paare (i,j) bilden keine Inversionen. Ist 1Si<k, so gilt 
ed) < aD) unda®P(i) <a PD, undist !<j< n,sogiltn®”(k) < ad), XD <a-Pe;). 
Diese Paare (i, k), (6, D), (k,j), (4,5) bilden ebenfalls keine Inversionen. Es sei nun k<i<7. Dann 
ist a DK) > aD) und ai) > DM). Jedes derartige i bestimmt also zwei Inversionen ({, k) 
und (i, D), so daß die Anzahl der bisher bestimmten Inversionen gerade ist. Betrachten wir schließlich 
noch das Paar (k, /) selbst, so ist k < I und a" ”(%) > n*?(f). Wir erhalten eine weitere Inversion. 
Die Anzahl der Inversionen der Permutation n“*? ist ungerade. 

Eine Permutation der Form n*?, die zwei Zahlen miteinander vertauscht und alle- übrigen fest 
un eine Transposition, und wir.haben bewiesen: 


II} Eine Transposition n® ist eine ungerade Permutation. 
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Aus der im Satz I angegebenen Charakterisierung der geraden Permutationen 
folgt: j 


a R 

AIV \IV.iDas Produkt zweier gerader oder zweier ungerader Permutationen ist eine gerade 
Permutation. Das Produkt einer geraden mit einer ungeraden Permutation ist eine 
ungerade Permutation. 


Sind 7 und r’ Permutationen aus ©,, so gilt 


IL eo - Se Inu 0) 
und. . 
NNeo-=W- cn INo-n 56) 


Dabei ista eine gerade (oder 0) oder ungerade ganze Zahl, je nachdem, ob r eine gerade 
oder eine ungerade Permutation ist, und entsprechend ist &’ eine gerade. (oder 0) 
oder ungerade ganze Zahl, je nachdem, ob die Permutation z’ gerade oder ungerade 
ist. Betrachten wir die Permutation r’x, so ist 


n Jj-1 i ni 
a u N620) D- aa)()) = u al (rat D)- (ri). 


Wenden wir in der Gleichung (6’) auf die Zahlen 1,2, ....,n die Permutation an, 


. so erhalten wir 


1 n (m) — #(ai))) = (- yr W DL, (a) - RO). 


Berücksichtigen wir die Gleichung (6), so ergibt sich 


I.Neno-@no-n [Ho ei 


IH: 


Sind die ganzen Zahlen « und «’ beide gerade (oder 0) oder beide ungerade, d..h., 
sind die Permutationen rn und w’ beide gerade oder beide ungerade, so ist «’ + «& 
eine gerade Zahl (oder 0), und ’n ist eine gerade Permutation. Ist eine der ganzen _ 
Zahlen «, &’ gerade (oder 0), die andere ungerade, d. h., ist eine der Permutationen z, 
r' gerade, die andere aber ungerade, so ist x’ + « eine ungerade Zahl, und z’z ist eine 
ungerade Permutation. 

Da (- 1)* = sgn r, (— 1)" = = zn m ist, können wir den Satz IV auch folgender- 
miaßen formulieren: 


iv IV“.)Die Funktion sgn ist eine  multiplikative Funktion auf der Gruppe ©. Es gilt. 
sgn (n’ r) = sen a sgun. " - ® 


Ä 
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3. MULTILINEARFORMEN; 
ALTERNIERENDE nr-LINEARFORMEN 


In diesem Abschnitt erklären wir den Begriff der Multilinearform mit dessen Hilfe 

wir in Nr. 4 die Determinante definieren werden. ; 
Es sei V ein linearer Vektorraum. Unter einer Multi 'ilinearform, genauer einer m-Line- 

arform auf dem Vektorraum V verstehen wir eine reellwertige Funktion in m Ver- 


änderlichen f(xı, X2, -.., X), die jedem m-tupel (X15 X25 ---, %m) von Vektoren 


aus V eine reelle Zahl zuordnet und die in.jedem Argument linear ist. Das bedeutet 
folgendes: Hält man die Vektoren x;, ..., X_1> Kif1> +: > Xm fest, so wird 


Sn.) fa) (Sim) 


eine Funktion f, des Arguments x,, und diese Funktion ist ein Kee Funktional 
auf dem Vektorraum V. \ 
Für eine m- -Linearform f gelten die Gleichungen 


1.15 22.5 K-19 Kı # Yin Kira +5 Im) 


=.f(x,, u, 8-15 x; Krisen, Kn) + ai; .. %-1> Vi> Kita ae Km); 


0 


2./(x:, > %-15 AX;, Kr+15 RR) X) = & fan, N Krise X). 


Dabei sind x,, ..., %-1> & I» Ki41 +» Xm (i = 1,2,...,m) Vektoren aus V, und 
& € R ist eine reelle Zahl. 


Die Multilinearformen bilden eine Verallgemeinerung derim$ 12 beirschaten linearen Funktionale 
oder Linearformen. Ähnlich wie für Linearformen [vgl. $ 12, Nr. 2, Formel (7)] wollen wir den Wert 
einer Multilinearform für ein m-tupel von Vektoren eines endlichdimensionalen Vektorraumes durch 
die Koordinaten: dieser Vektoren und die Werte der Muliiineaetgem für m-tupel von Basiselementen 
ausdrücken. 


Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und ® = {y,, ..., 9} eine Basis von V. 
Ferner sei feine m-Linearform auf V und (x, , ..., x.) ein m-tupel von Vektoren aus V. 
Sind E13, -.., Enı die Koordinaten des Vektors x, in bezug auf die Basis ®, so gilt 


= Yo, dei,:.m. 


Betrachten wir f(&ı, #2; ---, X) zunächst als Linearform in x, und halten x,, ...,Xm - 


fest, so ergibt sich oo 
Ps Kasse) = fı(x,) = f(ıyı + Eya + + &19n) 
BEE DEZZEN DEZE + Eu ı0n) 


oder 


S&:; X25 .., Km) = b3 Er’ Io; Kay er, ar) u R (9,) 


yersem- 
4 
Ä 


eilt. 
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Wir halten nun y,, X3, ..., X fest und betrachten jedes So Ins. .., X) als Linear- 
form in x2: f(y5, X23 --- > Pa Ji2(&,). Dann gilt 


Ye) = fin ($ ar) = 2, 510m 


- oder 


j Fo; 0% Kn) = 2 Era fon Ir» K32 4.5 Ku): (9) 


Setzen wir dies in die Gleichung (9,) ein und ersetzen die Summationsindizes j durch 
jı und k durch j,, so erhalten wir 


n 


fan 82.) =) = Ei &n2 FW In %35 + Km)- 9.) 


Jı=ldı=1 


Die Fortsetzung dieser Zerlegung ergibt schließlich die Eidichöng 


fa; Kay 0.5 En) = > se > &yı' &y2 8m fon Pin en Yin (10) 


Jı=1in=l Jm= 


Das Ergebnis fassen wir in folgendem Satz zusammen: ' 


(Vs sei ;f eine m-Linearform auf dem n-dimensionalen linearen Vektorraum V ind 
B = {yı, ..., Yu} eine Basis von V. Gilt ‚für jedes m-tupel (y,, , Yj.» ---» Y,,) von Basis- 
elementen die Gleichung 0m Ins > Pin) = = Nyla...m, 0 läßt sich die m-Linearformf 
in der Gestalt . 


a a 


f@:; 2, ..5 X) Bun y, y- x, Nyjisa.. «Jm &,1° Ein "&,,m . (10) 


Jh=elja=t: 


als lineare Funktion in den Koordinaten Eis > &m der Vektoren x, (i= 1,2, NN m) 
darstellen. 


Untersuchen wir nun eine n-Linearform auf dem n-dimensionalen Vektorraum P, 
so definieren die Indizes j, , ja, --- » Jn VON}, j,...;,, wenn sie alle verschieden sind, eine 
Permutation ze&,: (k) = j.(k= 1,2, ...,n). Kennen wir das Verhalten der z-Line- 
arform f gegenüber Permutationen ihrer Argumente, so können wir Beziehungen 
zwischen den n,,,,...,, ableiten und die Darstellung (10) der n-Linearform f wesent- 
lich vereinfachen. Wir betrachten folgenden Spezialfall: 

Eine n-Linearform f heißt alternierend, wenn für jede Permutation re ©, und jedes 
n-tupel (X, , X2, ..., X.) von Vektoren aus V 


fa: K23 00, x) = Sgnn Sans Ant2)> +3 X) 


„Zunächst beweisen wir den Satz 


‚ ein Vielfaches eines anderen, so gilt für jede alternierende n-Linearform f über V 
Be Be 


ist (x Ra P5} ein n-tupel v von n Vektoren a aus sv it ist einer laser Vekkoren- - 
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Ist x =0ox, undk + I! (wir nehmen an, daß k < / ist), so folgt aus der Linearität 
der n-Linearform f im k-ten Argument 


fan: Kzyeos x) = f(x, u} X%-1> %1> Xk+1> ey Ki—15 Kin Kir 1a +45 x). 


Setzen wir x = füri+k, x, = x, 50 ist f(x, 22, .., 0) = fa, 8%). 
Wenden wir auf die Argumente x4,, ..., x, die ungerade Permutation x = n” an, 
so folgt f(@xi, ee Sa Kan sun) undday =, = x; ist, gilt - 
Ja, 8 0) = Sans Kadı + > Kumy). Damit ist fa, 0,0. 

Aus dem Satz VI erhalten wir als Folgerung: 


Ist f eine alternierende n-Linearform und sind in Nam FJWn > Ins + I) Zwei 
Indizes gleich, j, = Jı für k # 1, 50 ist nn. = % 


Fe | 5 B 
In dem Ausdruck $, DD Nam Ent "En" En verschwinden für eine 
Jı=slja=i = - . 
alternierende »-Linearform alle Summanden, in denen zwei Indizes j, und j, gleich 


sind. Je n verschiedenen Indizes j,, ..., , entspricht, wie oben bemerkt, eine Permu- 

tation ve ©,. Wir schreiben n,;,,...,, = NnOn2..nen. Durchlaufen die j, , j2> ---> In 

alle n-tupel voneinander verschiedener Zahlen, so durchläuft x alle Permutationen 
n 


n n 


aus ©,. Infolgedessen können wir die n Summen ), ), -- %, durcheine einzige 
Jı=1lja=l In=1 


Summe ersetzen, wenn wir die Summanden durch Indizes unterscheiden, die nicht 
mehr wie bisher eine gewisse Menge von Zahlen durchlaufen, sondern die Menge ©, 
aller Permutationen der Zahlen 1,2,...,rn. Für eine alternierende n-Linearform 


schreiben wir 


im. 


De man ferner, daß für eine alternierende n-Linearform 


neSn 


n 
2 Nısaedn "Ey 5 &,2 227 &y,n m 3 Nnt)a(2)...nn) " za Eum2 E cnpn« 
n” . 


NnC1)m(2)..nn) = f(ya1)> Iatds +++» Inn) 
= sgn ” fi; V2> su, Yn) = sgn T Nı2..n 


ist, und setzt man N2.n = N» so ergibt sich der Satz 


i 


vo. Jede alternierende n-Linearform ji auf r einem n-dimensionalen linearen Vektor- ' 
raum V läßt sich durch die Gleichung 


Ja, 82 +. %) = >: sen" &gcıyı " Eac2y2 *"* Exnmn dl) \ | 


REeEn 


als lineare Funktion in den Koordinaten &, ;, E2ı; --., &nı der Vektoren x (=1,2,...,n) 


I 
| 
N 
} 
| 
| 
} 
i 
| 
| aus V in bezug auf die Basis® = {yı, Ya». .., In} ausdrücken. Dabei ist 


\ 
\ 


u BR AL = fon y2 m: 


12 Boseck 
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Wir weisen noch auf einige Eigenschaften Alernienmde n-Linearformen hin: 


f vn. Ist (3,8) ein n-tupel von Vektoren aus V und ist = x + x, für 
Ik& 1, so gilt für Jede alternierende n-Linearform füber V 


Sa ks.. Bay fs .. a Be r BES 


Häufig wird dieser Satz auch folgendermaßen ausgesprochen: 2 


_ VIII”. Addiert man in einem n-tupel von Vektoren aus V ein Vielfaches eines Vektors 
zu einem anderen, so Ändert sich der Wert einer n-Linearform nicht. 


Zum Beweis beachten wir wie beim Beweis zum Satz VI die Linearität der n-Linear- 
form fim k-ten Argument und erhalten 


ai; K2y 0. x) = fx, er Kal 7 X+1> .. x) & 


j + fa; on Ag 15 KK Ke+1> .. x): 


Der zweite Summand verschwindet nach. Satz VL. 


Aus den Sätzen VI und vn ergibt sich ein Kriterium für die lineare Unabhängigkeit von n Vek- 
toren aus F: : 

IX. Die Vektoren yı, 2, ---» 3n eines n-dimensionalen Ve V sind dann und nur dann 
linear unabhängig, wenn es eine alternierende n-Linearform f gibt,.für die f(yı , Y2> '--» In) FO ist. 


Sind die Vektoren yı , Y2, ---, Y„ linear unabhängig, so bilden sie eine Basis des n-dimensionalen 


_Vektorraumes -V. Wir wählen n #0 beliebig und definieren die alternierende' n-Linearform f durch 
die Gleichung (11). Dann ist 


LIUZERZF ... mWEnFd. 


Sind die Vektoren yı, Yas y„ linear abhängig, so ist einer von ihnen eine Linearkombination der 
übrigen: = &yı + + 19-1 + &rıdası + + 9m. Addieren wir (-01)yı zu yr, dazu 
(-02) y2; dazu (3) y3 usw., so ändert sich der Wert einer beliebigen alternierenden n-Linearform f 


“ nach Satz VII nicht, und wir erhalten schließlich 


O1: Pe Io Ir I) = Drs er vl 0, Yart2 +++ In)- 


Da o= 0y, ein Vielfaches von y für jedes I +kist, verschwindet die rechte Seite in der. obigen. 
"Gleichung. P 


4. DIE DETERMINANTE; 
BERECHNUNG DER DETERMINANTE 


Nach den Vorbereitungen von Nr.2 und 3 sind wir jetzt in der Lage, die Deter- 
minante zu definieren. Dazu betrachten wir eine reellwertige Funktion f auf der 
Menge /,,n der n-reihigen quadratischen Matrizen: f(A)e R. Da jede Matrix 
A= |&;;llu,n durch ihre Spaltenmatrizen 4, , ä,, ..., @, eindeutig bestimmt ist und 
umgekehrt diese als Vektoren aus /, eindeutig bestimmt, können wir f als reell- 
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wertige Funktion in n Veränderlichen auf dem ea ss, auffassen: 
JA) = Sldır3, : > An). 


Den Begriff der Determinante definieren wir wie folgt: 

Die n-reihige Determinante ist eine reellwertige Funktion auf der Menge SZ, „ der 
quadratischen n-reihigen Matrizen, die als Funktion der Spalten eine alternierende 
n-Linearform auf LS, ist und für die Einheitsmatrix den Wert 1 annimmt. wo 

. Wir bezeichnen die n-reihige Determinante mit det |4| oder det, |A| oder det, |«;-;| 
oder ausführlich mit 


&ıı Kı2 --- Kın 
Azı 22 --- Kan], 
Ani Kn2 ++» pn 


Aus den Sätzen VI-IX von Nr. 3 erhalten wir eine Reihe von Aussagen über die 
n-reihige Determinante, die zur Berechnung ihres Wertes für eine gegebene Matrix 
nützlich sind. 


Ki 1. Vertauscht man in. einer quadratischen Matrix zwei Spalten, s so wechselt der 
‚Wert der Determinante das Vorzeichen. 


2. Ist in. der quadratischen Matrix eine Spalte ein Vielfaches einer anderen Spalte, 
so ist der Wert der Determinante 0. 


3. Addiert man in einer quadratischen Matrix ein Vielfaches einer Spalte zu einer 
RUREER, so ist der Wert der Determinante für beide gleich. 


4. Die Spalten einer quadratischen Matrix sind dann und nur r dann linear unabhängig, 
wenn der Wert der Determinante von Null verschieden ist. 
5..Es gilt 
det, li = % sgn 7 u Kuna" Ozcn)n- x (12) 
“ Die An 1, 2 und 3 ergeben sich unmittelbar aus den Sätzen VI, VII, VIII und 
.der Tatsache, daß die Determinante eine alternierende n-Linearform der Spalten 
einer Matrix ist. Die Gleichung (12) folgt aus der Gleichung (11), wenn man in /, 
. die kanonische Basis ® = {£,, &2, ..-, &,} wählt. Die Koordinaten von ä, in bezug 
auf diese Basis sind &,;, &2:; --, &,,, während £&,, &,, ..., €, die Spalten der Einheits- 
matrix sind, so daß] = 1 ist. Die Aussage 4: folgt aus dem Beweis von Satz IX. 


Als Beispiele berechnen wir den Wert der zweireihigen bzw. dreireihigen Determinante für eine 
gegebene Matrix. 


4°. Essein=2 Die Gruppe ©, besteht aus den beiden Permutationen &, rn? = x, und es ist 


1 2] 


&aıyı " Ke2y2 01 Inay = Kıı "&22 — Aaı 2 
%z1 22) 


12* 
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50. Es sei n= 3. Die Gruppe ©; besteht aus 6 Permutationen: &, 71, 72, 73, 74, Ts (vgl. 20). 
Die Permutationen 7; , 73, 5 sind ungerade, die Permutationen &, zz, rr, gerade. Damit erhalten 
wir 


&ıı &ı2 &ıa 
&z2ı %22 23 
%3ı %32 %33 


= 11'892 33 + &21 32 '%13 + &zı "Az 23 — O1 12 033 — Azı ga Oz 
— &ı'%32 023- 


Die Berechnung der. zwei- und dreireihigen Determinante läßt sich nach folgender Regel: 
merken: Man schreibe die zwei- und dreireihigen Matrizen als quadratisches Schema auf und’ergänze 
dieses im Fall dreireihiger Matrizen durch die ersten beiden Zeilen: 


Kı O2 , 
4 
7 
„ 
4 
&zı ‚22 ‚%23 
&ı Rz 7 2 
7 iE “ 
> Osı ‚32 ,%33 
Azı . &22 u % 
” FG 
&ıı -,Kı2 &ıza 
+ 
Pd 


7 
.Ozı O2 023 


Die durch eine nicht gestrichelte Linie verbundenen Elemente müultipliziere man miteinander und 
addiere die Produkte. Ebenso multipliziere man die. durch eine gestrichelte Linie verbundenen Ele- 
mente und subtrahiere diese Produkte von den vorigen. Als Ergebnis erhält man den Wert der 
Determinante für die gegebene Matrix. Für den Fall dreireihiger Determinanten wird diese Methode 
Sarrussche Regel genannt. 


Als nächstes beweisen wir, daß die n-reihige Determinante auch als eine alternie- - 
rende n-Linearform in bezug auf die Zeilen der quadratischen n-reihigen Matrizen 
aufgefaßt werden kann, so daß alle Aussagen von Satz X richtig bleiben, wenn in 
ihnen überall das Wort „Spalte“ durch „Zeile“ ersetzt wird. 

Wir betrachten die transponierte Matrix A" einer gegebenen Matrix A und be- 
merken, daß die Spalten der transponierten Matrix mit den Zeilen der ursprünglichen 
Matrix übereinstimmen. Es gilt 


T N 
det A| = % sgnn Au) ' %aa02) " Knmin)- 


neSn 


Wendet man auf die Indizes des Produktes & 2.1) ' &22(2) """ &nzın die Permutation m"! 
an, so erhält man die Gleichung 


Kincıy " K2nl2) ** Knatn) T Kn-1)1 ' Kp-1(2)2 '"" Üg- Ann ° 


Dabei wird das kommutative Gesetz der Multiplikation en reellen. Zahlen benutzi. 
Es ist demnach 


T 
det 1A l= 5 sen TT Kg-11)ı &2-102)2 °'* Kn-Umn- 


NEe©n 
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Nun ist sgn x = sgnn-!, denn nach SatzV gilt sgnn-sgna-! = sgn (ar-') 
= sgne = 1. Beachtet man schließlich, daß mit x auch m”! alle Elemente von ©, 
durchläuft, und wählt x”! als neuen Summationsindex, so folgt 
det |4”] =. L, sen a! "&u-10171 ° Kg-10232 '"* Knien 7 det 1Al- 
a-1e&, 
XL)Für jede quadratische Matrix A ist der Wert der Determinante -für die transponierte 
Matrix A' gleich dem Wert der Determinante für die Matrix A: det [47] = det 14}. 


Als Analogon der Gleichung (12) erhalten wir 


det |A| = L SEN TE ' Aracıy " %2202) "*" Anand» : : a2) 
In $9, Nr. 7 haben wir ein Verfahren angegeben, um eine beliebige Matrix A auf 
Diagonalgestalt zu bringen. Damals haben wir dieses Verfahren zur Berechnung des 
Ranges von A benutzt. Des gleichen Verfahrens bedienen wir uns nun zur Berechnung 
: des Wertes der Determinante für die quadratische Matrix A. 
Ist A = ||a,-ıl|n,n eine gegebene quadratische Matrix, so läßt sie sich in eine qua- 
‚dratische Diagonalmatrix D = |ja,- * Ör-;]|n,„ überführen, indem man folgende Schritte 
in geeigneter Reihenfolge mehrfach durchführt: 


1. Vertauschung zweier Zeilen, 

2. Vertauschung zweier Spalten, 

3. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen, 
4. Addition des Vielfachen einer Spalte zu einer anderen. 


Der Wert der Determinante für die Matrix A unterscheidet sich also von ihrem 
Wert für die Matrix D um den Faktor (— 1)’, wenn s die Anzahl der Schritte 1 und 2 
bezeichnet, die bei der Durchführung des genannten Verfahrens in Anwendung 
kommen. Damit ist der Wert der Determinante det |4] berechnet, wenn man den 
Wert det |D| der Determinante für eine Diagonalmatrix berechnet hat. 

Es sei D = je; * Ö4-:l|n,n eine quadratische Diagonalmatrix. Dann ist 


%0 ..0 
det|D] =|0 a2... 01 
00... 


“ Da die Determinante als Funktion der Spalten linear ist und für die i-te Spalte 
'dı = 0,6, gilt, ergibt sich i 
10..0 


det:|Di = 03 .|0 1 0], 
00..1 
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Der Wert der Determinante für die Einheitsmatrix ist 1, und wir erhalten: 
Der Wert der Determinante für eine PNRSORAEMOIEN ist gleich dem EROodikt ihrer _ 
Diagonalelemente.. \ 


_ Bemerkung. Wie zur Bestimmung des Ranges einer Matrix genügt es auch zur Berechnung 
des Wertes der Determinante, durch mehrfache Anwendung der Operationen 1 — 4 in der gegebenen 
Matrix alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonale zu Null zu machen. Der Wert der Determi- 
nante ist dann gleich. dem Produkt der Diagonalelemente (vgl. die Bemerkung auf S.99 sowie die 
Aufgabe 5 am Schluß dieses Paragraphen). 


6°. Wir erläutern das genannte: Verfahren zur Berechnung des Wertes der Determinante an einem 


Beispiel und betrachten die vierreihige quadratische Matrix 


1321 

3130 
A=hıoal 
2042 


Man erhält 


durch Addition der mit —3 multiplizierten ersten Spalte zur zweiten, der mit —2 multiplizierten 
ersten Spalte zur dritten und der mit —1 multiplizierten ersten Spalte zur vierten Spalte. Es ist 


0 
8 — 
—2,— 
6‘ 


De wm 


Diese Gleichung ergibt sich durch Addition der mit —3 multiplizierten ersten Zeile zur zweiten, der 
mit —1 multiplizierten ersten Zeile zur dritten und der mit —2 multiplizieren ersten Zeile zur vierten 
Zeile. Es 


!) Vgl. die oben stehende Bemerkung. 
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: 8 
wie sich durch Addition der mit —1 multiplizieren zweiten Spalte zur dritten, der mit. — 3 multi- 


plizierten zweiten Spalte zur vierten und der mit 1 multiplizierten dritten Spalte zur vierten Spalte 
ergibt. Damit ist 


1321 
3130 
1101 
2042 


=(-2:(-3 2:9) = 36. 


Aus dem Satz X,. Aussage 4, erhalten wir noch eine Aussage über. den Rang einer 
quadratischen Matrix, wenn wir uns erinnern, daß der Rang einer Matrix die Maxi- 
malzahl ihrer linear unabhängigen Spalten war: 


XI. Eine n-reihige quadratische Matrix A besitzt dann und nur dann den Rang n, 


(d. h., sie ist dann und nur dann regulär, wenn der Wert ihrer ‚Determinante, von Null 


verschieden ist. 


5. UNTERDETERMINANTEN UND ADJUNKTE; 

_ ENTWICKLUNG DER DETERMINANTE; 
DIE CRAMERSCHE. REGEL ZUR BERECHNUNG 
LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME; DIE BERECHNUNG 
DER INVERSEN EINER REGULÄREN 
QUADRATISCHEN MATRIX 


In diesem Abschnitt wird eine weitere Methode zur Berechnung des Wertes der Deter- 
minante angegeben. Später benutzen wir diese Methode, um die Teseare eines 


 - linearen Gleichungssystems mit Hilfe der Determinante zu bestimmen. 


| Wir betrachten die Determinante als n-Linearform in den Spalten der n-reihigen 
quadratischen Matrizen und schreiben 


nn 
det [A] = det (ä,, ..., 4). 
ItA= Noeille.n eine gegebene Matrix, so gilt für die Spalte mit dem Index j . 
Gy = &yjbı + ne + + Onjen; 


wobei &,, &,, ..., €, die kanonische Basis von /, bezeichnet. Aus der Linearität der 
Determinante als Funktion der j-ten Spalte erhalten wir ; 


det (ä,, u j-15 d,, äy41> ne ü.) = > &yj - det (ä,, we. ä,-1> Er, äjr1> .. 4). 
= x j'=1 
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* An ’ # 
Dabei ist det (ä,, ..., 4-1» Ey» Ayrıs ., &) = det [AU], und die Matrix 44°? 
besitzt folgendes Aussehen Zur 


%ıı ee y,j-1 0 ORy,j+Hi ».. An 
Ko, Spo1,j-, O Ap-ı,sri on Ry-ı,n 
AY ‚» =. &pı ... Ay j-1 1 Kyj+ı +. &ymn 
Kpraı,ı er Kprrı,g-ı OÖ &yp+1,j+1 + yrtiın 
Ani, vo. OAnj-i 0 Rn,j+1 ... Oyn 


Vertauschen wir in dieser Matrix die.j-te Spalte nacheinander mit der (j + 1)-ten, 
der (j + 2)-ten Spalte usw., so erhalten wir nach n — j Vertauschungen die Matrix 


&ıı . &y,y-ı ya ... Kin 0 
&yr_-1,1 + Ayp-1,j-1 &yp_1,j+1 .. ÖOyr-1,n N) 
&pı on Ay &yr j+1 ru Km 1 . 
Syria Spranger Aprr1,gai one Aprrı,a 0 
On. ... OAn,j-1 &n,J+1 oo. On 0 


In dieser Matrix vertauschen wir die j’-te Zeile mit der (j’ + 1)-ten, mit der (j’ + 2)-ten 
Zeile usw. und erhalten nach n — j’ Vertauschungen die Matrix 


%ıi e.. 5-1, &ı,j+1 ... OAin 0 j 
&yp_1,1 ... &p_1,j-1 Op_-1,j+1 ++ &yp-i,n 0 
HD — . 
A = ||&p41,1..- Kypr1,3-1 Kyrr1,j+1 .. &ypyi,n oO]. 
Op on Anl mr en 0 
&pı u One nik rer Km 1 


Der Wert der Determinante für die Matrix 4°"? unterscheidet sich von dem für die 
Matrix 4 um den Faktor (- "PH"? = (-1’*, Es gilt 


det JA"? = (-1'*” det A". 


-Um det |4“"’?| zu berechnen, betrachten wir eine Matrix B = |ßr:lIn.n, für die 


Ban = I und B,,„=0Ofüri’’=1,2,...,n — 1 ist. Nach (12) gilt 


det |B| = p sgn 70° Pacayı *"" Prta- 190-1" Panns‘ 
LICH i 
und in dieser Summe verschwinden alle Summanden, für die z(n) = nist. Die Summe 
ist also nur über diejenigen Permutationen x der Zahlen 1,2, ...,n — 1, n zu erstrek- 
ken, die die Zahl n fest lassen: run) = n. Jeder derartigen Permutation entspricht 
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“aber eine Permutation r’ der Zahlen 1,2,...,n — lund umgekehrt’) Da ferner jede 
Inversion der Permutation x eine Inversion der Permutation ”’ definiert und um- 
gekehrt, sind die Permutationen r und x gleichzeitig gerade oder UNBErACE, Wir er- 
halten 
det, IB:-il = 3 sen Baayı ws Brin- 190-1 ö Bean 


ne&n 


= > sen w- Barca we Br'a- ı17n- 1° Pan 


n’eSn-i 
vw ’ 
er 3 sgn a’ Bari" Brra-n-ı = detz-ı Bil. 
ö  n’e&n-ı ; 
Damit ist 
&ıı vo. &1,j-1 &y,yrı ... Kin 
’ je, FI ... Kr .J- Kr 5 ... &yp-1, 
det 4" = 11 13-1 Ay-1,381 J n| (13) 
Kyrrnı  Rpani-ı Mpangei ee Syn 
ni or Omi Omijri pn: 
Die durch 


det“; ‚> 1A = = det a9" 2 


definierte Funktion nennen wir ( j',j >-Unterdeterminante oder <j', j>-Minor und die 
Funktion 


det; Al det AP = (= 2 dei!” 14] 


die (j’, j)-Adjunkte der n-reihigen Determinante. Die folgenden Gleichungen lassen 
sich nun zur Berechnung des Wertes der n-reihigen Determinante verwenden: 


det, |Al= J. a, det? 1A], 
Pie 
en - (14) 
det, |Al= J% a, (-1D°*” -deti27” 1Al. 
1 


Die Gleichungen (14) werden die Entwicklung der Determinante nach der j-ten Spalte 
genannt. 

Die Bedeutung dieser Gleichungen liegt darin, daß sich die Werte der Unter- 
determinanten nach (13) als Werte der (n — 1)-reihigen Determinante berechnen: 
lassen. Da wir die Werte. der zweireihigen Determinante direkt angeben können, 
erhalten wir durch sukzessive Erniedrigung der Reihenzabhl eine © Möglichkeit zur Be- 
rechnung des Wertes der n-reihigen Determinante. 


1) Vgl. die Überlegungen von Nr. 2. 
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7°. Wir betrachten als Beispiel abermals die in 6° angegebene Matrix A. 
1321| 
3130 
dt Aal=|, j01l 
2042 


Wenden wir die Gleichungen (14) für j = 4 an, so erhalten- wir 


I 1313 ® 132 
104 =1.(-9**t.|11701+0-(-9%2-[|1 10 
2042 204 1204 
132 132 
+1:(-1%3:[3 1 3| + 2° (-1)*** 13 1 3 
1204 110 
und damit 


Die in dieser Gleichung auftretenden dreireihigen Determinanten können wir nach der Sarrusschen 
Regel berechnen, oder wir wenden wieder die Gleichungen (14) an, und zwar bei der ersten und dritten 
Determinante für die dritte Spalte, bei der zweiten Determinante für die zweite Spalte. Dann ist 


313 

110-3. .|! ren“. : ren": ı| 
2: 200° "2 0 11 
29 11 31 

110|= holte: |-3>0:0-2.9++8 1-10. 
204 a = 

313 

110|=-6+8=2, 

204 

132 

313|=3 (Dt. 3 ren. 1 |+oeme- 1 AN 
04 24 24| E 33 
1132 
313|=-3-.8-4-2-39)+1-(1-4-2-9)= -18, 

204 - 

132 

31 3]=2-.(-1?*.|? |+3C0°- ! Le ! | | 
€ 11 Ba Ei 31 
132 
313|=2-@-1-1°1)-3-(d-1-1-9)=10. 

110) 
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Damit erhalten wir. 
11321 
.‚13130 


1101 
2042 


= —-2 +18 +20 = 36. 


- In Nr. 4 haben wir festgestellt, daß die Werte der Determinante für eine Matrix 
‚und ihre Transponierte übereinstimmen und daß folglich Zeilen und Spalten einer 
Matrix für die Berechnung des Wertes ihrer Determinante gleichberechtigt sind. Ver- 
tauschen wir in den obigen Überlegungen die Spalten mit den Zeilen, so 'erhalten 
wir die Gleichungen 
det, |4| = 2 Rz" dei [Al, 
i (14) 
det, 141 = > ar (N del Al. 


In Analogie zu den Sieichuneen (14) spricht man in diesem Fall von der Eitioldkhing 
der Determinante nach der j'-ten Zeile. 


Base A= lau ls eine quadratische Matrix. Wir betrachten zwei verschiedene - 
Zahblenj#=Kk(lsj,k<n) und ersetzen in der Matrix A die k-te Spalte durch die 
J-te Spalte. Die neu entstehende Matrix bezeichnen wir mit B = ||ß,.;|„,„. Dann ist 

Pr = cn für i= 1, 2, er k- 1, k+ 1, BRD /} und Bir = &rr. 


‘ Die Matrix B besitzt zwei gleiche Spalten, und infolgedessen i ist det |B| = 0. Darüber 
hinaus ist BY’® — 44.» diejenige Matrix, die man erhält, wenn die k-te Spalte 5, 
bzw. ö, durch die Spalte &,. ersetzt wird. Daraus ergibt sich die Gleichung 

det PB] = det, ‚BP = det, [4"®] = det PA], 
und aus den Gleichungen «a für die Matrix B folgt 

det, [BI = p> Bus denn” IB] = > denn Ar 


Für jede Matrix A= bog In, gilt also 
E rd ]Al=0 für j+k. 
Y=1 DE 


Eine entsprechende Gleichung läßt sich aus (14’) folgern, wenn man wiederum Zeilen 
und Spalten der betrachteten: Matrix vertauscht. Zusammenfassend formulieren wir 
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den folgenden Satz: 
XI. Die Werte der (k', k)-Adjunkten genügen den folgenden Gleichungen: 


} a de SEA Für j=k, 
u d, für j#k, 


2 ; fdet]4| für =Kk, 
&, det? A] = 
2% - 5A 0 für / #=K. 


(15) 


Die Gleichungen (15) lassen sich auf folgende Weise zur Berechnung der Lösungen eines linearen 
Gleichungssystems verwenden. Es sei 
DEE & = Pr Ü =1,..,n) 
je : 2 
ein quadratisches inhomogenes lineares Gleichungssystem mit regulärer Koeffizientenmatrix 
A= |&rıl|n,n. Multiplizieren wir die zweite Serie der Gleichungen (15) mit ß,-, so erhalten wir 
n 3 73 
Br dern Bir det |A| für X =j", 
R 3 Br det, [Al 15 für X’ #j". 
Addieren wir diese Gleichungen über k' = 1,2, ...,n und vertauschen die Summation über j mit der 
über X’, so ergibt sich ut 


Zarı Eh dei A] = Br det]A| GW’ = 12% .,m. 


Da die Matrix A als regulär vorausgesetzt war, ist der Wert ihrer Determinante von Null hie: 
and es gilt 

= &ypy‘ >> Br » det? 1A] - (det [AT = PB, Gel. M. 

ji 
Damit sind die Lösungen des uegiagas linearen Gleichungssystems berechnet. Es ist 


2 Bu - deep Al 


aBimh F Trrann n B j=1,2,., . 
& det |A] Ü » 


Der Zähler dieses Ausdrucks läßt sich ebenfalls als Wert der n-reihigen Determinante für eine ge- 
eignete Matrix schreiben. Dazu betrachten wir die Matrix 
Ar Rr,y-1 Bı 1,441 - &ın 
ları; Brll®, = [[*21 Rz, Pz &z, JH zul), 
On gl 1 Pr Ense nn 
die aus der Koeffizientenmatrix A dadurch entsteht, daß die j-te Spalte 4, durch die von den Ele- 


menten der rechten Seite des Gleichungssystems gebildete Spalte b ersetzt wird. Aus der Gleichung (14) 
folgt dann : 
dei? jan, Bulm det |,» Be = p3 Br- dert"? 14], 
i E ei. \ = h 
und es gilt 
- de? ler, Bel 
ru 


(= 1,2, 233. n) 
det, locers] u 
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oder in ausführlicher Schreibweise 


Kr ia Bi Or,yr1 Kin 
‚|%zı - %2, gl B2 92,41 + &2n 


Km a, j-i br n,j41 = Krın (=12 n) 
RE ® 
Ari &ın 


Diese Methode zur Berechnung der Lösungen eines inhomogenen quadratischen linearen Gleichungs- 
systems mit regulärer Koeffizientenmatrix heißt Cramersche Regel. . 


XIV. Die Lösungen eines inhomogenen linearen Gleichungssystems 
n j 
Zur ä=ße =l:,m 
i=1 
mit quadratischer regulärer Koeffizientenmatrix erhält man in der Form 
= det? [&rs, Biel 
"det, jerıl 


Die Cramersche Regel läßt sich zu einer Methode zur eng der Lösungen eines beliebigen 
linearen Gleichungssystems 


$ Ari = Be @ — 1, 2, .; n‘) 


i=1 
erweitern. Zunächst bestimme man den Rang r der Koeffizientenmatrix A. Dann vertausche man 
die Zeilen und Spalten der Koeffizientenmatrix, so daß die ersten r Zeilen und Spalten eine r-reihige 
reguläre quadratische Matrix bilden. Dies bedeutet eine Vertauschung der Gleichungen des gegebenen 
. linearen Gleichungssystems sowie eine Umnumerierung der £,,, ..., &,. Istdasin $ 10, Nr. 3 genannte 
Kriterium für die Lösbarkeit des linearen Gleichungssystems erfüllt, so genügt es, die ersten r linear 
unabhängigen Gleichungen zu lösen. Man erhält ein lineares Gleichungssystem der Form 


Rn Pr 
Dardch, !=1,2,n. 


i=l 


Setzt man X, = 71, :., &, = Tu-,, SO ist 
’ “ » 
Yon Be — rar! 7000 um" Tn-r er rn) 


ein inhomogenes lineares Gleichungssystem mit regulärer date Koeffizientenmatrix. Ist 
Bi = Pr _ Oh, arte m Tu-r, so lassen sich die Lösungen des linearen Gleichungssystems 


> ee ehe; 
dm] 


nach der Cramerschen Regel berechnen. Die in die Lösungen eingehenden, durch das gegebene Glei- 
chungssystem nicht bestimmten 7, , -.-, T„_, sind die Parameter der Lösungen. - 

Für ein homogenes lineares PIISURESYEREN a) wir das folgende Kriterium über die 
Existenz nichttrivialer Lösungen: 


XV..Ein homogenes lineares Gleichungssystem mit quadratischer ARIPSCBIERMINE 


Don: &=0 Ü=Lh.,mM 


R i=1 
besitzt dann und nur dann eine nichttriviale Lösung, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix 
verschwindet: det, |&,..| = 0 
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Zum Beweis verweisen wir auf $ 10, Nr. 4 sowie auf den Satz XII.. 
Wir bemerken, daß wir in der zuletzt geschilderten Erweiterung der Cramerschen Regel nicht 
vorausgesetzt haben, daß das ursprüngliche Gleichungssystem inhomogen ist. Die angegebene 


. Methode läßt sich auch in dem Fall, daß f, = --- =, = 0 ist, anwenden. 


8°. Als Beispiel lösen wir wieder das lineare Gleichungssystem aus $ 10, Nr. 5, 3°: 


rt &+3:&5 =0, 

2.6, +4-.&68+2-.&+ + &=l, 

+ &2+2.6+ 84+9-8: ==; 
2.8 j -25+2:.&=0 
EEE 3.6, — 2-62 -4-.85— 2.644 &+ &=0. 


In der Koeffizientenmatrix dieses Gleichungssystems sind die Zeilen 1, 2, 3, 4 und die Spalten 1, 2, 5, 6 


‘ linear unabhängig. Um dies zu beweisen, berechnen wir den Wert der vierreihigen Determinante für 


die aus diesen Zeilen und Spalten gebildete Matrix: 
\ 


ee se 1 30 130 
=12 011-2-201]=2 
11.90 022 190 
20-22 
Es ist nämlich 
130 130 
2 01 --|; +2) )|-2-2--1, 3201 --| = -5 
0-22 ö 190, 
Wir setzen = 8, = 6,8 =- 86, =- 5, u =, = &3 und erhalten 
-& +3-.8-0- T, — 2-7, 
2.84 5 =1-2.7—-4-7, 
+ .+9.4=1- u-2-%, 
2.5 +2.8-2.&=0. 


Nach der Cramerschen Regel folgt 


202-2 


Der Wert der im: Nenner stehenden Determinante ist. —2. Wir berechnen den Wert der im Zähler 
stehenden Determinante: 


=: u-2-710 3 ha 1 -2-.7,13 3 nr En 
1-2.4-4:921 0|=1-2.4-4-721 0 nal, 
-(9-1-2.4-4721|, 
1- u=-2-%10 9) l1- u4-2:719 9 ein 
0 02-2 0) 00-2 1— 2:7 
== 7, -2-.7,13 -7/— 2-71 3 a 
i-2-n24%21l-| - 1 0-5|- h .|- 1 
19 1 06 


1- 1-27 
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und erhalten &, = —11. Für & ergibt sich 
ig. 2 29,093 
01-24-4710 
11l-. %-220 9| 
; 2 


2 
& = 
Es ist _ ' 
0 °- ı-2%0 3] | -n-2:720 3] -4u-2.,0 3 
01-2.4-4%1:0 0. 1 16.0 4 1-6 
11- 9-20 9 | 1 06 ıı i 0.6, 
12 0 2-2) 2 0 22. 2. 2-4 
-,-2:50 3| |-1n-2-:7,0 3 = 
1 1-6=-| ı 1 -6|= | E 
2 2-14 = 2 
Daraus folgt & = -6 — 7, — 2: r,. Die Berechnung von &3 und &, überlassen wir dem Leser. 


Aus den Gleichungen (15) ergibt sich eine Möglichkeit zur ne der in- 
versen Matrix 4-! einer gegebenen regulären quadratischen Matrix A. In $ 11, Nr. 3 
haben wir bewiesen, daß jede reguläre quadratische Matrix eine Inverse besitzt. Bis- 
her haben wir jedoch kein einfaches Verfahren zur Bestimmung der inversen Matrix 

angegeben. Wir betrachten: die Gleichungen (15) und dividieren die zweite Serie 
dieser Gleichungen durch det [A]. Dies ist möglich, wenn wir voraussetzen, daß A 
eine reguläre quadratische Matrix ist. Wir erhalten 


> et für k' une 


det/A| 0 fü !+j. 
Setzen wir 
det 1A 
Pi = — 
det /A| 


so können wir die linke Seite der obigen Gleichung in der Form ), &yy° Bir 
schreiben und als Element y,... der Produktmatrix I: 


iv ıln, n C= A: B= =_ Is lan“ IB: illa.n 
auffassen. Nun ist aber 


n 
Yıw-= 2 zB = Oz 


(6, bezeichnet das Kronecker-Symbol), und es.ist C = E die Einheitsmatrix. Aus 
der Gleichung 4: B= E folgt B= A=!. Für die Elemente a5," = ß,,, der zu A in- 
versen Matrix A-! gilt 

0 _ _ des 1Al 


Kr, _—— (ij =h.,n). 
2 det la] Gi N) 
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XVL Ist A eine reguläre quadratische Matrix, so ist 
der“? 1a 
det[A| | 


6.DER MULTIPLIKATIONSSATZ DER DETERMINANTE; 
DIE DETERMINANTE EINES LINEAREN OPERATORS; 
DIE CHARAKTERISTISCHE GLEICHUNG UND 
DIE CHARAKTERISTISCHE FUNKTION 


In diesem Abschnitt beweisen wir den Multiplikationssatz-der Determinante und be- 
handeln einige damit im Zusammenhang stehende Fragen. 

XVII (Multiplikationssatz der Determinante). Sind A, B zwei quadratische n-reihige 
Matrizen, so gilt 


det ]A- B| = det 1A: - det |B!. 
Zum Beweis betrachten wir a Spalten der Produktmatrix C= 4A: B.Es ilt 


I, Ki‘ 
vu > 15 Bi 3 


6 = : = . = > ö,ßn (= 1; 2, sh). 
. Yni ; y nz‘ Ba . 
j=1 
Die Spalten c, der Produktmatrix C lassen sich als Linearkombinationen der Spalten 
der Matrix A schreiben. Berücksichtigen wir, daß die Determinante als Funktion. der 


Spalten eine alternierende n-Linearform ist, so können wir uns der in Nr. 3 für al- 
ternierende n-Linearformen bewiesenen Gleichung (11) bedienen?): 


« 


Pr R 
det|C] = det (dı, u... C) >= y, seinn'n Baaı . Brcay2 Be Primn: 


ne&n 


‚ en 
Dabei ist n = det (ä,, ..., 4.) = det |A]. Dann ist aber 
det |C] = det|Al- % sgun ' Bacıyı * Bacay2 “"* Batans 


REe6n 


und wegen ), sgn# Pan Burn - Ban = det |B| ist der Satz XVII bewiesen. 
. re&n 
Wenden wir den Multiplikationssatz auf das Produkt einer regulären Matrix mit 
“ ihrer Inversen an, so erhalten wir 


det |JA-A7'| = det 4} - det |4"!]. 
1) Der Leser überzeuge sich, daß wir beim Beweis der Gleichung (11) lediglich davon Gebrauch 


gemacht haben, daß sich die Vektoren x, als Linearkombinationen ee Vektoren y, darstellen 
"ließen Gr =1,2,..,N). 


$ 13. Determinanten 177 


Da das Produkt 4- A”! = E die Einheitsmatrix und deren Determinante gleich 1 
‚ist, folgt 


det [A| det[A-'!|=1 oder det |4"'| = (det JA)". 


XVIII. Der Wert der Determinante für die Inverse A”! einer regulären quadratischen 
Matrix A ist das Inverse des Wertes der Determinante für die ursprüngliche Matrix A: 


det [4-1] = (det [A))!. 


Die letzten beiden Sätze geben uns die Möglichkeit, die Determinante als Funktion 
auf der Menge der linearen Operatoren /(V) des Vektorraumes V zu definieren. 
Ist Ae ./(V) und 8 eine Basis von V bezüglich der dem Operator 4A die quadratische 
Matrix A entspricht, so definieren wir 


det 4 = det]4| (= det|dzA)). (16) 
. Def. i i \ 


Diese Definition ist von der Wahl der Basis ® unabhängig und folglich sinnvoll. 


Sind nämlich ®,, ®, zwei Basen des Vektorraumes V und bezeichnen 4 und 42° 


die dem linearen Operator A bezüglich dieser Basen zugeordneten Matrizen, so gibt 
es eine reguläre Matrix B, so daß 4% = B!- 4®- Bist (vgl. $ 11, Nr. 6, Satz ax). 
Dann ist aber 


det [42] = (det aD: . det |4®] - det |B| = det 14®]. 


Im folgenden können wir von ‚dem Wert der Determinante für einen linearen Operator 
„sprechen. 

Am Schluß des vorhergehenden Paragraphen haben wir auf die Bedeutung der 
. Eigenwerte eines linearen Operators für die Strukturtheorie der linearen Operatoren 
hingewiesen. Wir haben dort festgestellt, daß eine reelle Zahl A dann und nur dann 
Eigenwert eines linearen Operators A ist, wenn der Operator A — AE nicht regulär 
ist. Betrachten wir eine Basis ® des n-dimensionalen Vektorraumes V, auf dem der 
lineare Operator A definiert ist, so entspricht dem Operator A — AE die quadratische 
Matrix A — AE, wenn dem Operator A die Matrix A entspricht. Ist A-— AE nicht 
regulär, so ist die Matrix 4 — AE ebenfalls nicht regulär, und nach Satz XII ist dies 


dann und nur dann der Fall, wenn det|4 - AEj| =0 ist. Aus der Gleichung 


det (4 — AE) = det |A — AE| folgt der Satz 


- XIX. Die reelle Zahl A ist dann und nur dann ein Eigenwert des linearen Operators 
A, wenn sie der Gleichung 


det (4A-AE)=0 i (1 
genügt. 
- Die Gleichung (17) heißt die charakteristische Gleichung des linearen Operators A. 
13 ‚Boseck 
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Ist A ein fester linearer Operator, so wird jeder reellen Zahl A. durch det (A — AE) 


- wiederum eine reelle Zahl zugeordnet. Wir erhalten eine reelle Funktion 


Ja) u (A - xE), 


- die die A erimische 'Funktion des linearen Operators A genannt wird und deren 


reelle Nullstellen die Eigenwerte des Operators. A sind. 
Entspricht die quadratische Matrix A = | :lla,n dem en Operator Ain bezug 
auf die feste Basis ®, so ist 
Fa) = det„ [A - xEl, 
und wir können die charakteristische Funktion des Operators A berechnen: 


Kı X O2 + Din. 
det, JA -xE]l=| *zı %22.7 Kin &2n 
Kpı &n2 mi. E 


y; sgu nr (Kaenı — x Öacı) (&u232 — x 62232) 


Ae6n 
Br (Kran x Özmn)- \ F 
Ordnet man diese Summe nach Potenzen der Variablen x, so ergibt sich der Satz 


XX. Die charakteristische Funktion f,(x) eines linearen Operators A auf dem n- 
dimensionalen linearen Vektorraum V ist eine ganze rationale Funktion n-ien Grades 


x: yo) = (Dr + Beat He + Bam a + Par (18) 


Da eine ganze rationale Funktion höchstens z verschiedene reelle Nullstellen be- . 
sitzt, dıe verschiedenen reellen Nullstellen der charakteristischen Funktion aber das 
Spektrum des linearen Operators A bilden, folgt: Sa 


Das Spektrum eines linearen Operators A&s4(V)) besteht höchstens aus n Zahlen.!) 


Ist A eine n-reihige quadratische Matrix, so nennt man die ganze rationale Funktion n-ten Grades 
Sa) = det, |A — xE| die charakteristische Funktion der Matrix A. Die reellen Nullstellen der cha- , . 
rakteristischen Funktion der Matrix A heißen die Eigenwerte der Matrix A und die Menge der ver- 
schiedenen Eisenwere das SPERITHN der Matrix A. i 


7. WEITERE METHODEN ZUR BERECHNUNG 
DER DETERMINANTE; DIE SCHURSCHE GLEICHUNG 
Zum Schluß dieses Paragraphen betrachten wir einige weitere Methoden zur Berechnung der Deter-' 


minante, die mit dem oben bewiesenen Multiplikationssatz zusammenhängen und in vielen Fällen 
von Nutzen sind. Es sei A = |ja.;||n,„ eine quadratische Matrix, von n der wir annehmen, daß sie mit 


4) Wir erinnern den Leser daran, daß wir lee Aussage in $ 11, Nr. 6 auf anderem | Wege erhalten 
haben. 
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Hilfe einer ganzen Zahl m<nin vier Teilmatrizen vom Typ (m, m), (m, n — m), (in: = m, m) und. 
(n — m, n — m) zerlegt sei: 


Kr +++ Kim Ei Oy,m41 ++. Kın 


Am+1,1 + &m+1,m ; &m+1,m+1. +++ Om+1,n 


nt r. Onm : Ommtl +* Onn 


Die Teilmatrizen bezeichnen wir mit A, 1; Aı2; Azı; Aa2: 


Ki. Om 2 . 1 ,m+1 a On 
Au=|: Ban 6 Aı2= : : Ib 
mi. - Kmm ’ Im,m+3 +: Imn 
&myi1,1:-- Om+i,m Om+i1,m+1 +++ Km+i,n 
Aı=| : ..: (bb A2= E i: |b 
j On. +: Km Kmmti ++ Om 


und die ursprüngliche Matrix. A schreiben wir in der Form 


Ayı Aı2 


A= 5 
Azı Aa2 


Ist B ebenfalls eine n-reihige quadratische Matrix, die mit Hilfe der gleichen Zahl m < r in vier Teil- 
matrizen Bıı, Bı2, Baı, Ba2 zerlegt wird, so gilt die Gleichüng . 


Ais’Bıı + Aız' Baı Arı ; Bi2 + Aiz' Ba2 
Ası-Bıı + Aa2-Baı Azı -Bi2 + Az2 Boa 


Aıır Aı2 
Azı Azal|| 


‚Bu Bız 


A-B= 
i Bzı B22 


(19) 


Mit-diesen „Matrizen von Matrizen‘ kann man also wie mit gewöhnlichen Matrizen rechnen. Den 
Beweis der Gleichung (19) erhält man unmittelbar, wenn man das Produkt A: B wieder in vier Teil- 
matrizen vom Typ (m, m), (m, n — m), (a — m, m) und (n — m, n — m) zerlegt. Wir überlassen die 
Durchführung dem Leser als einfache Übung zur Matrizenmultiplikation. : 

Den Wert der Determinante für die in vier Teilmatrizen zerlegte Matrix A wollen wir hun durch 
die Werte der Determinante für die „kleineren“ Teilmatrizen zu bestimmen suchen. Zunächst be- 
trachten wir eine Matrix der Form 


wobei E die Einheitsmatrix vom Typ (m, m) bzw: (n— m,n — m) und 0 die Nullmatrix vom Typ 
(n—m, m) bezeichnet. Durch sukzessive Addition der mit —a,, multiplizierten i-ten Spalte zu der 
Ften Spalte (= 1,..,m; j=1, ..., .„,.n) läßt sich diese Matrix i in die Binheitsmatrix überführen, und 
es ist!) 


OE 


E Aı2 | 
det, DE 1. 
Entsprechend gilt 
E 0 
.. det, Ası 2\- 1, 


3) Vgl. auch die Aufgabe 5 am Schluß dieses Paragraphen. 
13* " 
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da man die Matrix aus einer Matrix der Form durch Übergang zur. ange: 


0“ 


Ası E 
nierten Matrix erhält. 
Es sei nun 
j Arı-Aı2 
A= 
Azı A22 


eine wie oben in vier Teilmatrizen zerlegte Matrix. Ist die Teilmatrix A, ı regular; so multiplizieren 
wir die Matrix A von links mit der Matrix : 


E [6] 
—A3ı Au E 
und erhalten ’ j 
E As Ai2 Aıı 5 412 
det, |A| = det, = det = : 
„Al "lll-A21-Ajl E 3 Ası Ara "|O A22- Azı Au Aı2 
Aus der Gleichung 
4ıı Aı2 -%2] oO 6 Ayı + Aı2 
O Az2 - Azı“ Au Aı2 0 Ay2 — Azı An: Anl 10 E 


folgt dann weiter 


ss 4, O E 0 
det, |4] = det, 0 E| ‚dc O Ass An - Ad: Anl 
Entwickeln wir det, a : sukzessive nach den letzten zn — m Spalten, so erhalten wir 
A 
det, = 21: det„ Aal 
und | gilt 
E o 
det, 3 = det,_.m [423 — Aaı - Al Aral. 
O Azz a rn 


Zusammenfassend können wir sagen: 


XXI. Läßt sich die Matrix A. so in vier Teilmatrizen A; ı, Äı2» Azı, A22 zerlegen, daß A,, quadra- 
tisch und regulär ist, so gilt 


Ayı Aı2 


FR. det, [4 1] -det,_.m |A22 — Azı * An -Ar2l- (20) 
2% 22 


det, 


Ist = 2. m, so erhalten wir durch ebermalee Anyendung‘ des MAUIEDUL Os ezee | der Deter- 
minante die Schursche Gleichung ee un 


= dety |Aıı Aa — Ars Azı Al» Anal. .@1) 


Dabei ist A ı1 als reguläre m-reihige quadratische Matrix vorausgesetzt. Ist überdies die Matrix A,ı 
mit Azı vertauschbar, d. h., gilt Ars’ Azı = Azı“ An so ist Ası® Azı* -Ar: -4A2 = = Azı° Aıa und 


= dein [Ar A22 — Azı Aral. (22) 


Ist A; ı mit A,, vertauschbar, so erhalten wir aus der Gleichung Ayı - Ai2 = Ara A,ı durch Multi- 
. plikation mit A], von links und rechts Ay2 - Ay} = Air Aı2 und damit 


Ayı: Az Ay Ara = Ars Azı Arz- An. 
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Schreiben wir Aıı . Asa ki Arı = (Az -Aı ı s Ar, so folgt 
Aıı Aı2 
Aszı A22 j 
Die Gleichungen (22) und (22’) erinnern an die Berechnung einer zweireihigen Determinante. Wir 


weisen den Leser jedoch nachdrücklich darauf hin, daß diese Gleichungen nur dann gelten, wenn 
die Matrix A,, quadratisch und regulär und mit Az, bzw. A,, vertauschbar ist. 


det, .m 


= det, ]A22 -Arı — Azi Asa): 22’) 


8. AUFGABEN 


1. Die geraden Permutationen der Zahlen 1, 2, Bi n bilden eine Gruppe. Diese Gruppe heißt:die 
alternierende Gruppe und wird mit VW, bezeichnet. 


2.* Jede Permutation m € ©, läßt sich als ein Produkt von Transpositionen. darstellen, deren An- 
zahl gerade oder ungerade ist, je nachdem, ob z eine gerade oder eine ungerade Permutation ist. 


3. Es gilt . 
ED — 6 _ („aby-1, 


4.* Eine 'n-Linearform f auf dem n-dimensionalen Vektorraum F ist dann und nur dann alter- 
nierend, wenn für eine Basis ® = {yı, 2, --., y.} von V folgendes gilt: | 


SYaay 92a > Ir) = Sen f(yısY25 In) fürjedes me ©,, 
SW», 9)=0, wenn „=j; für k#I ist. 

5. Ist: A = |&rilln,n eine Dreiecksmatrix, d.h. &; = 0 für ! = 2,3, .„n;i=1,..,i’—1 oder 
An = 0füri=2,3,.,n;’=1, ...,i- 1, so gilt det |A] = oyı * &22 *- m. Ausgeschrieben lauten 
diese Gleichungen j Do ; 

&1 %ı2 -- Oı,n-ı1. &in 
0 a2 .- &2,n-1ı . %an j 
Be = 61122 "Om 


0 0. &n-i,n-1 ®n-ı,n 
00.0 pn 
und j 
ä %ı 0 0 0 


.: = 1° 22°" Opm- 
Op-1,1 On-1,2 *- On-i,n-ı 0 


% 


[Onı O2 + Onn-ı On 


6.* Man berechne die Vandermondesche Determinante 


1 1 1 
Xı x2 .. Xp n 1 


Be x BR = TIII%-». 


ar Pi un ze 


7.* Ist La) = (+ ß-xXtr + ß,1-x + ß, die charakteristische Funktion eines 
linearen Operators A auf dem n-dimensionalen Vektorraum V, so ist ß, = det A. Ist A = |oyıl|n,n 
eine quadratische Matrix, die dem linearen Operator A in bezug auf eine fest gewählte Basis ® von 


Y entspricht, so ist fı = (-1P"1- (ayı +&22 + + 0). Besitzt der lineare Operator 4 n ver- 


schiedene Eigenwerte A, , Az, .-., Ay, so gilt Bı = (-1P?-A, + + A). 
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8. Man: berechne die charakteristische Funktion. und das Spektrum einer Diagonalmatrix und 
einer Dreiecksmatrix. 


9. Läßt sich die Matrix A so in vier Teilmatrizen zerlegen, daß Az, eine m-reihige quadratische 
reguläre Matrix ist, so gilt 


Arı Al 
Azı Aa2 


Ist an = 2: m, so gilt die zweite Schursche Gleichung 


det, = det,_ id es Aı2° Zr a det. [Az22|- 


= detw|Ayı: Ag2 — Arz- Ad2 - Agı“ Aaal. 


. Ist überdies die Matrix A,, mit Azaı bzw. A,, vertauschbar, so gilt 


detz.m Au Au2|_ detm |Arı* A22 — Asz’ Azıl 
Azı A22 Fee ; j 
bzw 
detz.m Aiı Au dein [A22* Aıı — Az Azıl- 
Azı A22| - a 


'814. BILINEARFORMEN 
UND QUADRATISCHE FORMEN 


1.EINLEITUNG 3 


“Im letzten Paragraphen des zweiten Kapitels werden die sogenannten Bilinearformen 


oder 2-Linearformen auf einem n-dimensionalen Vektorraum untersucht. Die Bi- 
linearformen stehen in engem Zusammenhang mit den quadratischen Formen. Die 
Theorie der quadratischen Formen ist für verschiedene Gebiete der Mathematik 
und Physik von großer Bedeutung. Sie dient in der Geometrie unter anderem zur 


Klassifikation der Kegelschnitte: In der Physik läßt sich z. B. die kinetische Energie 


eines mechanischen. Systems als Wert einer quadratischen Form beschreiben. Die 
Untersuchung der Bilinearformen ist auch für die Theorie der linearen Vektorräume 


. von großem Interesse, da sich: die Isomorphismen zwischen einem linearen Vektor- 


raum und seinem dualen Vektorraum zu den Bilinearformen in umkehrbar eindeutige 
Beziehung setzen lassen. Diese Beziehungen werden im dritten Kapitel benutzt, um - 
die Länge eines Vektors und die Winkel zwischen zwei Vektoren zu definieren. Da- 
durch erhält man eine verfeinerte Theorie der linearen Vektorräume:. 


2. BILINEARFORMEN; QUADRATISCHE FORMEN; 
SYMMETRISCHE BILINEARFORMEN; 
SYMMETRISCHE MATRIZEN 


Eine Bilinearform oder 2-Linearform auf dem linearen Vektorraum V ist eine reell- 
wertige Funktion f(x, , x) in zwei Veränderlichen x,, x2 e V, die in jedem Argument 
linear ist (vgl. $13, Nr.3). Ist V ein n-dimensionaler linearer Vektorraum. und 
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B= [yı,Y2, -.., Yu} eine Basis von V, so läßt sich.jede Bilinearform f als Funktion 
der Koordinaten &, 1, ..., &rı und &12; -.., &n2 der Vektoren x, und x, in bezug auf 
die Basis ® schreiben: 5 
n ‚n 

fax) = Pr 2 Er &a Fr, y): 
Fassen wir die Werte 

Or, yı) = Bin (i, ’= 1, 2, 2 n) i 
zu einer quadratischen Matrix B = |jßrelln,n zusammen, so erhalten wir den Satz 


I. Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum und® = {YısY2s --.» Yu} eine Basis von V, 
.so bestimmt jede Bilinearform f auf V eine quadratische Matrix 


= |Prilla,n = If» Yı)lla,n- 
Sind Eiıs --:5 Enı3 &123 ++ > Enz die Koordinaten der Vektoren x%ı,X%,8V in bezug auf 
die Basis ®, so gilt . : 5 
x) = 23 2% Bir Err&in- we i () 
Umgekehrt definiert jede quadratische Matrix B= ||ß,-ılln,n durch die Gleichung (1) 
eine Bilinearform auf dem Vektorraum V. "a 


Die Matrix B = IBr:lln,n heißt die. Koeffizientenmatrix der Bilinearform f in bezug 
auf die Basis. ®. 


Ei bleibt zu zeigen, daß die reellwertige Funktion, die bei gegebener Matrix j 


= |ß,-ılln,„ durch die rechte Seite der Gleichung (1) definiert wird, in jedem Argu- 
u linear ist. Dazu betrachten wir drei Vektoren x,, x}, x, e V mit den Koordi- 
naten Eras een Enıs Elas s Erz Eins eis &n2 in bezug auf die Basis ®. Der Vektor 
+ x, besitzt dann die Koordinaten Er + Eis rs &nı + Er, und es gilt 


Pr‘ (&ırt+&) Ein 


, faı + x1,%) 


E 


63 


‚Bei n&rn at Bir Eri "&2) 


Ber Bir 2 + > hu Er &i2 
j en x). 


Der Vektor «x besitzt die Koordinaten & -& 11> ++, %' &,,, und wir erhalten 


Sox;, x) = 2,’ 2 Br & Erı "&ıa 


IMs IMs: USE 


- 
I 


N 
ıM = iM = As 


) 


e 2 ZuPrr‘ Er &n2 = fix, x). 
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Damit ist die Linearität der durch (1) definierten Funktion im ersten Argument be- 
wiesen, und entsprechend beweist man die Linearität im zweiten Argument. 

Eine reellwertige Funktion g auf dem Vektorraum V heißt eine quadratische Form, 
wenn eine Bilinearform f auf V existiert, so daß 


a) =f&,n) KeP) :..@) 
gilt. | | 
Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum und ® = {yı, Ja; ..., y„} eine Basis, so 
können wir den Wert der quadratischen Form‘q durch die Matrix B = Ißr-:ln,n der 
Bilinearform fund die Koordinaten ai 3. &, des Vektors x in bezug auf die Basis ® 
wie folgt ausdrücken: 


\ 


4%) 7 > > Bir '£r "St ; (3) 


Auf Grund der obigen Definition bestimmt jede Bilinearform auf dem Vektorraum F/ 
eine quadratische Form, jedoch können verschiedene Bilinearformen die gleiche 
quadratische Form definieren. Wir wollen unter allen Bilinearformen auf dem Vektor- 
raum V eine Teilmenge so bestimmen, daß zwischen den Bilinearformen dieser Teil- 
menge und den quadratischen Formen eine umkehrbar eindeutige Beziehung besteht. 

Eine Bilinearform f auf dem Vektorraum V heißt symmetrisch, wenn für alle 
x, EV EM 

Ja; 2)= fax) O2 

gilt. 
Jeder Bilinearform f läßt sich eine symmetrische Bilinearform f® so zuordnen, 
daß fund f‘" die gleiche quadratische Form definieren. Dazu setzen wir für x,,xze V 


NEN. u 6) 


Offensichtlich gilt f(x, x) = Fl, x) sowie fx, x) = f(x, x), und wir haben 
zu zeigen, daß / eine Bilinearform ist. Sind x,, x, x2e V, so gilt 


"[f@ı + 21,2) + fen, x +.x)] 


Di- 


) 
fa +x, x)= 


mi 


[fi x2) + fi, x;) + f(x, Xı) +. f&;, x)] 


u x) + fa; x,)] + 5 Li; x) + fi, xı)] 


fr, 2) +", 2). 
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Ist xe R, so erhalten wir 


fax,, x) = 1-axı, x) + flxz, axı)l 


m 


= = [8 fx, 2) +8 Ma, 2] = a FO, 2). 


Die Linearität im zweiten Argument beweist man entsprechend. 
Wir beschränken unsere Betrachtungen auf de symmetrischen Bilinearformen und 
beweisen den Satz 


II. Zwischen den mmeirischen Bilinearformen a den quadratischen Formen auf 


dem Vektorraum V besteht eine umkehrbar eindeutige Beziehung. 


Zunächst definiert jede symmetrische Bilinearform, die wir jetzt einfach mit f be- 
zeichnen, eine quadratische Form g durch die Gleichung g(x) = f(x, x). Um zu zeigen, 
daß auch umgekehrt die symmetrische Bilinearform f durch die quadratische Form q 
bestimmt ist, betrachten wir zwei Vektoren x,, x, e V und berechnen 

ga - 2) = fa - %2> 8% 7 x,) = f(x, x -%) - f(x, X - x%) 
= fix, Xı) - fen, X) - fix, Xı) + f@2> x) 
= g(ı) + q@&2) — 2 (a1, X2). 


Mit anderen Worten: Ist q die durch die symmetrische Bilinearform f definierte 
quadratische Form, so gilt 


Be REN I ODE Er ee > 


Damit ist der Satz II bewiesen. 
Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum mit der Basis ® = {y;, Va; ..-, Yu}, SO ge- 
nügen die Elemente f,., der Koeffizientenmatrix B einer symmetrischen Bilinearform, 
. der Gleichung 


Brr= fr) = 09) = Br Gi’ =1,2,..,n). 
Für die Matrix B gilt 
B’=B. ; @ 


: Eine quadratische Matrix, die der Gleichung (7) genügt, heißt symmetrisch. Die 
Koeffizientenmatrix einer symmetrischen Bilinearform ist eine symmetrische Matrix. 

Ist umgekehrt B = IBrilln,n eine symmetrische Matrix und betrachten wir die 
durch B vermöge (1) definierte Bilinearform 


&ı,x,) = > y Bir Erı"&is 
vZı izi 
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so gilt 


b Lu: Er 2 = pr > Bu‘ Ein" Er = fiar, x), 


i=1 V’=1 
und f ist ehe symmetrische Bilinearform. 


HI. Die Bilinearform f auf dem n-dimensionalen Vektorraum V ist dann und nur 


dann symmetrisch, wenn ihre Koeffizientenmatrix B symmetrisch ist. 


- Aus den Sätzen in und III folgt. 


IV. Ist q eine quadratische Form auf dem n-dimensionalen Vektorraum V und ® 


' eine Basis von V, so gibt es genau eine symmetrische Matrix B= IBirlla;n, so daß 


a)= 2 Lhrieh | 6) 


ist. Dabei sind &,, ..., &n die Koordinaten des Vektors x in bezug.auf die Basis B. 


Ist umgekehrt B = |ß.-ı\|n,n eine symmetrische Matrix, so wird durch die Gleichung (3) - 
eine quadratische Form q auf dem Vektorraum V definiert. 


Die symmetrische Matrix B = |ß:lln,n heißt die KONEREINEEE der quadrati- 
schen Form g in bezug auf die Basis B. 


3.DAS TRANSFORMATIONSGESETZ DER KOEFFIZIENTEN- 
E MATRIX EINER BILINEARFORM; DIE NORMALFORM 
SYMMETRISCHER BILINEARFORMEN 
UND QUADRATISCHER FORMEN; RANG UND SIGNATUR; 
DER TRÄGHEITSSATZ VON SYLVESTER;. 
DEFINITE UND INDEFINITE QUADRATISCHE FORMEN 


Die Bilinearformen äuf einem endlichdimensionalen Vektorraum V lassen sich nach 
Wahl einer Basis in V durch quadratische Matrizen beschreiben. Betrachten wir dieses 
Ergebnis von Nr. 2, so erhebt sich die Frage nach dem Verhalten .dieser Matrizen 
beim Übergang von einer Basis zu einer neuen. Wir untersuchen die Frage nach dem 
Transformationsverhalten der Koeffizientenmatrix einer Bilinearform beim Über- 
gang zu einer neuen Basis für beliebige Bilinearformen f auf dem n-dimensionalen 


- Vektorraum y. Mit 8, = (y1> Va, «--, y.} und 8, = {z1, 225 --, Zu} bezeichnen 


wir zwei Basen von V. Die Koeffizientenmatrizen der Bilinearform fin bezug auf 
die Basen 8, und 8, seien B = |Iß;-.||.,. und C = .|yı-ıl|n,„. Dann ist 


n n n n in . s 
Si; 2) = 2 2 Bir Sr &n = 2, 2 Yıı' Nrı" Ni2» 
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wenn &115.:.., Enı5 125 --:> na Und N115 --- > Nnı5 Mi25 ---» Nn2 die Koordinaten der 


Vektoren x,, x, in.bezug auf die Basen ®, und 8, bezeichnen. Ist A = |a;-;!|.,. die . 
reguläre quadratische Matrix, mit deren Hilfe sich die Elemente der Basis ®, durch 


die Basis ®, ausdrücken lassen, so gilt 


= 2 dr (i =1,...,n) (8) 


und n zZ 
= Ya ehem. ® 


Berücksichtigen wir die Gleichungen 
Pa=fWr,y) und yu=f@, 2); 
so folgt aus (8): 
Yın = far, 21) 5 % dir, 2 x.) = 2; 3 Sr FW I) Rs 
Js1 ji ysıjaı 
oder . 
Pr = > >% v Pr "Op. (10) 
Die Gleichung (10), die den ERERREN zwischen den K.oeffizientenmatrizen B 
und c beschreibt, läßt sich als a schreiben: 


C=A':B-A, u (10) 


und wir erhalten das Transformationsgeseiz der Koeffizientenmatrix einer Bilinear- 


‚form beim Übergang zu einer neuen Basis. 


V. Ist f eine Bilinearform auf dem n-dimensionalen Vektorraum V und ist 


Jen 2) = 2. PU Ba & = 2 Zr Ner' Niz> 


so gibt es eine 2 reguläle Matrix A, so daß 


C=A'-B-A - (10) 


und 


„ 2% Kın Ni (x m 1, 2; i= l, ..., n) j j (0) 
gilt. 


Aus $9, Nr. 6, Satz x folgt r(C) = r(B), da A eine quadratische reguläre Matrix 
ist, und wir erhalten den Satz 


VI. Alle Koeffizientenmatrizen einer Bilinearform f haben den gleichen Rang r. 


Die Zahl r nennen wir den Rang der Bilinearform f. 
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Die Frage ist, ob man eine Basis des linearen Vektorraumes V so bestimmen kann, 
daß die Koeffizientenmatrix einer gegebenen Bilinearform besonders einfach wird. 
Ist fspeziell eine symmetrische Bilinearform, so können wir diese Frage im Hinblick 
auf die Gleichung (10) auch so formulieren: Gibt es zu jeder symmetrischen Matrix 
B eine reguläre Matrix A, so daß die symmetrische Matrix C = A! B- A eine be- 
ı sonders einfache Form besitzt? 

Wir betrachten eine symmetrische Bilinearform f und nehmen an, daß B= = [Brillen 
die K.oeffizientenmatrix von fin bezug auf eine gegebene Basis ® = (Yı> ..-, In} Sei. 
Ist B= 0, so besitzt B offenbar eine besonders einfache Form. Wir en also vor- 
aus, daß B nicht die Nullmatrix ist, und unterscheiden zwei Fälle: 


a) Es gibt einen Index is (1 < iu, < n), so daß 

Broio =f(yio Yi) #0 

ist. Dann setzen wir 
Weys W=y+ 2; yPaytay® für i+ lie; 

Bı = Bioio = wi, yi >): 

' Die Koeffizienten %(i=2,...,n) wählen wir so, daß 
BD GP, y)=0 (=2,..,n 

ist. Dies ist möglich, denn für i = 2,...,nundi = i, gilt 


Son, y”) = f(yi,; yı ty) = Bio +0 'ßı>. 
und für i = i, ist 


fo®, v2) = fly Yı + Nie) = Pisı +0&, "Bı- 


Wir erhalten eine neue Basis 8 = {y\”, ..., yf}.!) Die Koeffizientenmatrix 


BO = (Bl }.,„ der Form f in bezug auf die neue Basis hat folgende vereinfachte 
Gestalt: 


ßı 0 0 
w_|0 BR. 9 
B (Bı +0). Ä (1) 
og | 


Sind £,, ..., &, die Koordinaten eines Vektors x in bezug auf die Basis B und 
ED, ..., & seine Koordinaten in bezug auf die Basis 8, so gilt 


DD Dr ar = für il. 


1) Der Leser Hbeue sich, daß die Vektoren yP, y®, ..., y{ linear unabhängig sind. 
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b) Sind alle 8, =0(i= 1, ...,n), so gibt es Indizes io, jo (l S io, jo S n), so daB 


Biss = Wis: Yin) #0 
ist. In diesem Fall setzen wir 


Yo=yu ty y. ey to; et ag für i* l,io; 


Bı= fur, yı)- 


Es ist. e 
Bi =, yı) = fly + Yiss Yin + Yi) = Wis Vi) #0: 


Die Koeffizienten &, (Ü = 2, ..., n) wählen wir so, daß 
BD =D) =0 d=2...,n 
ist. Dies ist möglich; denn füri=2,..,nundi # i, gilt 
INH) = ION, y +) =D, y) + Bi, 
‚undfüri=iist. | 
Sry) = Or, yı + 91) = = fr, yı) +, Pı- 


Wie im Fall a) erhalten wir eine neue Basis 8 = {y(®, ..., y{’}), und die Koeffi- 
zientenmatrix BU’ = || Bla: der Form fbesitzt in bezug auf die neue Basis die durch 
die Gleichung (11) beschriebene Gestalt. 

Werden die Koordinaten eines Vektors x in bezug auf die Basen ® bzw. 8) wieder- 
um mit &1, ..., &, bzw. &{”, ..., &( bezeichnet, so gilt 


a & ’ 
ag Du. var U Breeze a, 
. er g + &, ED en ( + &)°E + + Kn: 2: 


&, = ED für i + 1, io» Jo- 


Wir betrachten nun die Matrix B®. Sind in dieser Matrix nicht alle ff? = 0, 
so setzen wir y(? = y\ und wenden auf die übrigen n — 1 Basisvektoren yI, ..., y(” 
‘wiederum die unter a) oder b) beschriebenen Umformungen an. Wir erhalten eine 


Basis 8° = {yl?, ..., y?}. Die Basisvektoren y??, ..., y\> sind ee 


nen der Basisvektoren yS”,...,y\”, und aus den Gleichungen f(y\”, y”) = 
(i=2,...,n) folgt wegen der Linearität der Funktion f im zweiten en 
JovP,y?)=0(i=2,...,n). Mit B° = |$‘?].,. bezeichnen wir die der Form fin 


bezug auf die Basis go zugeordnete Koeffizientenmatrix. Es ist Bir =0 für 


2). Vgl. die Fußnote auf $. 188. 
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i=2,...,n, und nach Konstruktion der neuen Basis gilt überdies 


7 =-/0%, wy=0 (=3,..,n. 
Die Matrix B‘? besitzt die Form 


00 ..o 
0) ß, 0 ... 0 u . 4 
B? = s 0 A BE (ı#0,ß, +0). (12) 


(2) (2) 
00 B% | 
(r) 


Die Fortsetzung dieses Verfahrens führt schließlich zu einer Basis 8” = {yY?,....,y(?}, 
bezüglich der die Koeffizientenmatrix Br = |ßf]],.. der Form f folgende Gestalt 


N 20 ...00..0 
0 %:..00..0 
B®=|0 0... 8,0..0| (Br + 0,...,ß, #0). (13) 
00..00..0 
| 00 ..00..0 
Es gilt 


far, x) ce 2, Br "Ertd2= >, Bi Ei &, 


o 
1} 
m 


und aus dem Satz V folgt: 


VII. Tst f eine symmetrische Bilinearform 


n n 
fa&ı,x.) = 2, & Bir" Erı '&i2; 
. so gibt es eine reguläre Matrix A = a; illa,n, so daß für 


28 &, @=1,2;’=1,...,n) 
‘die Beziehung‘ De: 
fa, x) = 2 Bi ni" N 2 (14) 
gilt. 

Zu jeder symmetrischen Matrix B gibt es eine reguläre DRRr Matrix A1,50 
daß j i 
Al'B-A,=BP (A,=A). (15) 
eine Diagonalmatrix ist. 


Die symmetrische Bilinearform f besitzt den Rang r. 
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Berücksichtigen: wir, daß die Diagonalelemente ßı,.:.-, ß, der Matrix B® reelle. 


Zahlen sind, so können wir die Matrix B’ noch. weiter vereinfachen.') Zunächst 


nehmen wir an, daß die Numerierung der Basiselemente yY, ..., y so gewählt sei, 


daß die reellen Zahlen ß, @ = 1,...,r) nach der Größe geordnet sind: 


: Bı 2,2 Br = ,>0> Brrı 2 =" > B.., 


Dann setzen wir 


= 07—Vi (i =1, ‚D): 
ß: 
en (r) a 
2 7 = /i (=p+ 1, ‚r), 
u _ eo: FE ’ 
=, =sr+1,..,n). 


In bezug auf die Basis BN = (Zu, ...,2„} besitzt die Koeffizientenmatrix BW! der 
Form f die Gestalt ; 


00.0 


10..0 0... 

01..0 0.. 00..0 

ee Re 
gm _ 00..0-1 " 00.0) : ao) 


00..0 0.10.00 
00.0. 0:.. 00..0|. 


00..0 0.. 00..0 


v r ie 


und für die Bilinearform f können wir schreiben: 


en p r 5 , f ra 5 
fa1,x) = » Ni’ 2” I Ni 'Ni2- s (17) 
i=1 i=p+1 
Dabei ist 


1,259; 
p + 1 SEHEN 72 


Ks für i 
- VB ni, für i 
® für i=er+l,.,n #@=1,2. 


1).Im folgenden wird immer wieder davon Gebrauch gemacht, ‚daß für die reellen Zahlen eine 


Ordnung < serklärt I, Die abgeleiteten Sätze gelten also nicht für Vektorräume über einem beliebigen 
Körper &.- : 
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Die Matrix BY! heißt die Normalform der symmetrischen Matrix B in bezug auf das 
Transformationsgesetz (10'). Die durch die Gleichung (17) gegebene Darstellung der 
symmetrischen Bilinearform f wird Normalform der symmetrischen Bilinearform f ge- 
nannt, und die Basis ®'” heißt eine Normalbasis für die symmetrische Bilinearform f. 


VI. Ist feine symmetrische Bilinearform auf dem n-dimensionalen Vektorraum V,so:. 
gibt es eine Normalbasis ®'"! = {z,, ..., z,} von V, so daß f die Normalform 


p r ; 
fa, x) = y= N Na > - Ni 'Nı2 j u : (17 
i=1 isp+1 2 on 
besitzt. Ist 8 = {yı, ..., y„} eine beliebige Basis von V und 
fa, x) = 2 2 Pr Er kin, 


so gibt es eine reguläre quadratische Matrix A = ||&:.lla,a, so daß 


BIN = AT: BA, 


n n 2 
z= Lowe und &,=) Sin. @=1,230,0’=1,2,..,n) 
v’=1 i=1 
ist. i : Se . 
Betrachten wir an Stelle der symmetrischen Bilinearform f die ihr umkehrbar ein- 


deutig zugeordnete quadratische Form g, so können wir den Satz VIII entsprechend 
für quadratische Formen förmulieren: 


VII. Ist q eine quadratische Form auf dem n-dimensionalen Vektorraum V, so gibt 
es eine Normalbasis BIN! = {z,, ..., z,} von V, so daß q die Normalform 


p r y 2 
AO) im- m | 9 
i=1 i=p+1 nr & 
besitzt. Ist ® = {yı, ..-, In} eine beliebige Basis von V und 
= Dßrr ie, 
! v=1i=1 


so gibt es eine reguläre quadratische Matrix A= los-slIn, n, 50 daß 


BIN = AT-B-A, 
na 


w 
= y, Krıdı und &, = > nm GÜ=1L2,..,n) 
i=1 


v’=1 
ist. 
Die durch die quadratische Form q eindeutig bestimmte Zahl r (vgl. Satz VI) _ 
wird der Rang der quadratischen Form genannt. Die Zahl p heißt der Trägheitsindex 
der Form q, und die Zahl s = 2p — r, d.h. die Differenz zwischen der Anzahl der 
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positiven und negativen Quadrate in der Normalform (16), wird die Signatur der 
quadratischen Form q genannt, 

Um ‘diese Definitionen zu rechtfertigen, muß man nachweisen, daß die Zahlen p 
oder s nicht von dem oben beschriebenen Verfahren, sondern, wie der Rang r, nur 
von der quadratischen Form selbst abhängen. Dies ist der Inhalt des Trägheitssatzes 
von Sylvester: 


IX. Rang und Signatur sind durch die quadratische Formgq eindeutig bestimmt. 
Zunächst bemerken wir, daß durch den Rang r und die Signatur s auch der Träg- 


heitsindex p = — bestimmt ist, während umgekehrt der Rang und der Trägheits- 


index p die Signatur s = 2p — r bestimmen. 

Wir nehmen nun an, daß 8! = {z,, ...., z,} und BIN = {z7,...., z,} zwei Nor- 
malbasen für die gegebene quadratische Form q sind, so daß wirg Sleendefmaben 
darstellen können: 


8. h pr r 
ga@&) = 5 i- L E-)EP- 5 8. 
i=1 i=p+1 i=1 i=zp’+1 


- Aus Satz VI folgt zunächst, daß r’ = r ist, und wir nehmen an, es sei p’ + p, etwa 
p' <p.Ist . 


1 
8 
Es 
un 

m 
| 
> 
Ss 
= 


2 

so ist 
n 
& = Jan (= l,...,.n), 


und A = |lsrslln,n ist eine reguläre Matrix. Wir betrachten das lineare Gleichungs- 
system 


>> [7777 <£, = 0 ( = I, .s3P): 
&=0 (G=p+1l..n), 


das aus n—-p-+p' Gleichungen besteht. Da n—- p+p' <n ist, besitzt dieses 
homogene lineare Gleichungssystem eine nichttriviale Penen 9, „EP, Für 


wenigstens ein i(l Six p\)ist &” #0, und es ist E09, = --- = £(9 =0. Setzen 
wir 

0 = = Ay n @ = 1, ... n), 
so ist 89 =... = &/P = 0, und für den Vektor 


k s en 
o 0 
0, =) 89 
i=1 i=1 


14 Boseck 


194 -. IL Lineare Abbildungen von linearen Vektorräumen ohne Metrik 
erhalten wir : = ' 


ax) = EP + + (0? > 0 
und ; j Eh 
aa) = -EAI -- EMS 0. 


Durch diesen Widerspruch ist der Satz IX bewiesen. 

Sind alle Werte der quadratischen Form g nicht negat, so heißt die Porn q 
positiv semidefinit. Ist sogar q(x) > 0 für alle x + 0, so heißt die Form 'q positiv 
definit. Sind alle Werte der quadratischen Form g nicht positiv, so heißt die Form q 
negativ semidefinit. Ist q(x) < 0 für alle x = 0, so heißt die Form gq negativ definit. 

. Eine quadratische Form q, die sowohl negative, als auch positive Werte annimmt, 
heißt indefinit. Eine quadratische Form heißt nicht ausgeartet, wenn ihre K.oeffizienten- 
matrix regulär ist. 

Berücksichtigen wir die im Satz VII angegebene N Normalform einer quadratischen 
Form, so erhalten wir: 


X. Die quadratische Form q.ist dann und nur. dann positiv definit, wnnp=r = n, 
.d.h.s=nist. a 

Die quadratische Form q ist dann und nur " dann positiv semidefinit, wenn p=r, 
d.h.s=ris. 

Die quadratische Form q ist dann und nur dann negativ definit, wenn p = 0 und 
ren.d.h.s= —nist. 

Die quadratische Form: q ist dann und nur dann negativ semidefinit, ‚wennp =, 
d.h.s=-rist. - 

Eine positiv definite oder negativ definite guoarasische Form ist nicht ausgeartet. 


1°. Als Beispiel betrachten wir die quadratische Form q, die auf einem dreidimensionalen Vektor- 
raum Vin bezug auf eine Basis ® = by »y2> y3} durch die Gleichung 
ga) = & = 2.8 -&, + 6.8, +63 + 2 —4.8,.55 +9.8 


gegeben ist. Die zugehörige Koeffizientenmatrix B besitzt die Form 


1-1.3 
B=||-1 1-2|. 


3-2 9 


Es ist ß,ı=1, wir setzen 


(6b) 4) 


1 1 
=y, ” m 1) 


ya IP =y3toay; Aı=1 


und bestimmen die Koeffizienten &,,.&; aus den Gleichungen 


yi 


Beate hı=-1+0=0, ee ie: 


Für die Koordinaten &{", &5”, &$ des Vektors x in bezug auf die neue Basis 8 = {p\), w, yon 
erhalten wir 


PD 30, 5-0, =, 
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und für die Form g ergibt sich’ 
ax) - (ey +2. Em a Em, 
Die zugehörige K.oeffizientenmatrix B@® besitzt die Form 
100 
B®-001l. 
010 


= = yü v2 = yD + yDP, y2 = y$® + ap und bestimmen & aus der Gleichung 


Wir setzen y/ 


OP, ” = IP, N) + FOP,y)+a- FD, )=0 
Es ist 
SO, 2-1, Lo, yD) = PR = 0 
und 
fa = 109.39) = 2:8 - 
. Für die Koordinaten ED, ED, Eu des Vektors x in auf die Basis 8° = {y? ‚yo, yo} gilt 


m Ar ED, ED — ED ” 4.2, ei a) _ =D + y 4.0, ar 


und für die Form g ergibt sich 
: 4) = gi + I ED x 4 h Em, 
i ö 
Setzen wir schließlich z, = y{?, 22 = —yDd, 7, = WW; 2 y2, so ist BIN = (2,2; 2} eine Normal- 
2 
basis für die gegebene quadratische Form q. Sind yı, 972; n3 die Koordinaten von x in bezug auf diese 
Normalbasis, so gilt \ 
a), 


und es ist 


; 2. IR 2 2 
N 22: 2: 'n3> =, Mg n3> Say Nn3« 


- Für die Matrix A gilt also 


ir 


0.X%2 _Y2 
A=| 2 2 
0. y2 


Die quadratische Form q ist nicht ausgeartet und indetinit. Es istr= 3,p=23s=1. 


4* BILINEARFORMEN UND LINEARE ABBILDUNGEN 
ON VIN V*; KOVARIANTE UND KONTRAVARIANTE 
KOORDINATEN; TRANSFORMATIONSGESETZE 


Im letzten Abschnitt dieses Paragraphen untersuchen wir die Beziehungen zwischen einem Vektor- 
raum Y und seinem dualen Vektorraum V*, die sich durch eine gegebene Bilinearform f auf.dem 
Vektorraum V beschreiben lassen: 


14* 
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Es sei V ein linearer Vektorraum und feine gegebene Bilinearform auf V, von der wir zunächst 
nicht voraussetzen, daß sie symmetrisch ist. Ist y € V ein fester Vektor, so definiert die Gleichung 


= f (9%) 19) 


bei festem y ein Fe Funktional-y* € V*. Benulzen wir das in $12, Nr. 2 definierte Klammer- 
symbol ( , >, so können wir (19) in der Form 


9 = f&,)) 2 a 


schreiben. Durch diese Gleichung wird jedem Vektor ye Vein Kovektor y* € Y* zugeordnet. Wir 
„erhalten eine Abbildung B von Vin Y*: 


By=y*, (20) 


Def. 


von der wir nachweisen wolkn: daß sie linear ist. Die Definitionsgleichungen (19) und (20) können - 
wir zu einer Gleichung zusammenfassen, E 


u B> =, ‘ @1) 


wobei wir beachten müssen, daß diese Gleichung für jedes Paar x, y von Vektoren aus V gelten soll. 
“Sind yı, y2 Vektoren aus V, so ist 


x, Bi + 929) = Sy +92) = fa yı) + 9) 
= (x, Byı> + <x, By2) = <x, Byı + Bya). 


Dies gilt für jedes xeY, und folglich ist B(yı + y2) = Byı + By.. Entsprechend beweist man die 
Gleichung B(oy) = «By. Jeder Bilinearform f auf.dem linearen Vektorraum Y entspricht eine lineare 
Abbildung Be /(V, V*). Ist umgekehrt Be s/(V, V*), so wird offenbar durch 


Bie2 N» m By> 


eine Funktion f zweier Veränderlicher auf dem Vektorraum 2 definiert, die in jedem Argument 
linear, also eine Bilinearform ist. 


XI. Die Gleichung 
. x BP = S(&,y) 1) 
definiert eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den Bilinearformen auf dem linearen Vektor- 
raum V und den linearen Abbildungen von V in seinen dualen Vektorraum V*. 

Aus 812, Nr.4 ist bekannt, daß jeder linearen Abbildung A eines Vektorraumes V in einen 
Vektorraum V’ eine lineare Abbildung A* von V’* in Y* entspricht, die adjungierte Abbildung. In 
dem oben betrachteten Fallist Y’ = V* und Be ./(V, Y*). Dann ist B* eine lineare Abbildung von - 
V** in V*. Setzen wir voraus, daß Y ein endlichdimensionaler Vektorraum!) ist, und beachten, 
daß wir für einen derartigen Vektorraum V und Y** identifiziert haben, so ist die zu B adjungierte 
Abbildung B* ebenfalls eine lineare Abbildung von Vin Y*. Die ne Bund B* sind durch 
die Gleichung 

<B*x, y> = <x, By) (22) 
verknüpft. Ist feine symmetrische Bilinearform, so erhalten wir die Gleichungskette 

<B*2,93 = (x, B) = ) =, = 9 Br) = <Bx,y), 
aus der 

B*=B (23) 


. 1) Oder ein reflexiver Vektorraum. 
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folgt. Gilt umgekehrt (23), so ist 
fan) = x, By> = KB, „= = 9, Bx) = Ir %), 


und f ist eine symmetrische Bilinearform. 
Eine lineare Abbildung Be /(P, V*) heißt selbstadjungiert, wenn sie der Gleichung (23) genügt. 
Wir haben folgendes Kriterium bewiesen: 


XI. Die Bilinearform f auf dem endlichdimensionalen Vektorraum V. ist dann und nur dann symme- 
trisch, wenn die ihr entsprechende lineare Abbildung Be SS(V, V*) selbstadjungiert ist. 


Zwischen den quadratischen Formen auf‘ dem linearen .Vektorraum V und den selbstadjungierten . 


linearen Abbildungen von V in seinen dualen Vektorraum V* besteht eine umkehrbar eindeutige Be- 
ziehung. - 


Es sei V ein n-dimensionaler linearer Vektorraum und g eine nicht ausgeartete quadratische Form 
auf dem Vektorraum P, die wir im folgenden festhalten. Wir untersuchen die durch die quadratische. 


Form q festgelegten Beziehungen zwischen den Vektorräumen V und V*.: 

Es sei f die der quadratischen Form, qg entsprechende symmetrische Bilinearform und B die zu- 
geordnete selbstadjungierte Abbildung von Y in Y*. Ist B = |; die Koeffizientenmatrix der 
Form q bzw. f in bezug auf eine feste ‚Basis $ = Ip Y2> In) von V, so gilt 


Pr = On, 9) = 9» Byi2, e - (24) 


und folglich ist B die der linearen Abbildung 2 in bezüg auf die Basis 8 von V und die zugehörige 
Kobasis 5* von V* entsprechende Matrix. 


Da die Form g als nicht ausgeartet vorausgesetzt war, ist die'Matrix B und damit die lineare Ab- . 


bildung B regulär. Die lineare Abbildung 2 ist ein Isomorphismus von Y auf V*. 

Wir betrachten die Koordinaten eines Vektors x € V in bezug auf die gegebene Basis ® und er- 
innern uns an das in $ 12, Nr. 5, Satz XII beschriebene Transformationsverhalten beim Übergang 
zu einer neuen Basis. Damit wir uns besser merken können, daß die Koordinaten eines Vektors’und 
die Kobasis kontravariant zur Basis transformiert werden, unterscheiden wir die Koordinaten des 
Vektors, x sowie die Elemente der Kobasis in diesem Abschnitt-durch obere Indizes: Für die Ko- 


‚ordinaten des Vektors x schreiben wir &?, ..., &”, und es sei ®* = [y!, y?, ..., y”} die zu ® gehörende 
Kobasis. Die Koordinaten eines Kovektors x*e V* unterscheiden wir wie bisher durch untere 
maizes, da sie sich kovariant zu der Basis ® transformieren. In unserer neuen Bezeichnung ist 


x= >> Ey, ı*= > a 
i=1 i=1 


Zur ‚Vereinfachung der Schreibweise bedienen wir uns noch der sogenannten Einstein-Konvention, 


indem wir das Summenzeichen fortlassen und verabreden, daß über gleiche untere und obere Indizes- 


in einem-Produkt zu summieren ist. Wir schreiben 


. *. 
ı=£y, xt=£&fy 5 


Die Trans forınationseleiehiingen aus $ 12, Nr. Satz XII erhalten in der neuen abgekürzten Schreib- 


weise die Form : Z 


a 2. ax, Ki x a Dr, (=1, . n), j (25) 

A lo.n Ä (25%) 
und ; ED 4 

ei W=ho,n (26) 

u ee hm). = en 
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. Dabei haben wir den Zeilenindex der Matrix A bzw. A! als oberen Index geschrieben: 
= 16% IIn,n» A'= le" |n,n- 


Diese zuerst in der Relativitätstheorie eingeführte Schreibweise erweist sich als zweckmäßig zur 
einfachen Beschreibung des Transformationsverhaltens der Koordinaten in dem von uns betrachteten 
Fall eines Vektorraumes V mit einer ausgezeichneten nicht ausgearteten quadratischen Form. Der 
in der Relativitätstheorie betrachtete Vektorraum besitzt die Dimension 4, und g ist eine nicht aus- 
geartete quadratische Form der Signatur 2. 

In $ 5, Nr. 3 haben wir mit Hilfe einer Basis-des n-dimensionalen Vekiormunes V einen Isomor- : 
phismus von Y auf den Vektorraum R” definiert. Durch diesen Isomorphismus wurde jedem Vektor 
xe V ein n-tupel (&}, ..., &”) zugeordnet, dessen Elemente wir als die Koordinaten des Vektors x 
in bezug auf die gegebene Basis bezeichneten. Wir haben oben festgestellt, daß die nicht ausgeartete 
quadratische Form q, die wir in unserem Vektorraum V ausgezeichnet haben, einen Isomorphismus B 
von V auf Y* definiert. Dadurch erhalten wir eine neue Möglichkeit, einen Isomorphismus von F 
auf den Vektorraum R" zu definieren, der zu einer neuen Sorte von Koordinaten führt. 


. Es sei 8 = {fp,, ..., 9} eine Basis von V-und ®* = pr. sy >} die zugehörige Kobasis von V*. 
Ist ©. der kanonische Isomorphismus von V* auf R”, der durch die Kobasis ®* definiert wird, so 
ist i 

DE = Dg.B 
j Det, s . 
ein Isomorphismus von V auf R”. Die Elemente des n-tupels (£ı , ---» &) = BE) nennen wir wieder- 
um Koordinaten des Vektors x. Sie werden durch die Gleichung _ j 


Bx=&,y' - B s (27) 
definiert. Die neuen Koordinaten £;, ..., & des Vektors x werden. kontravariant zur Kobasis und 
folglich kovariant zur Basis transformiert. In Übereinstimmung damit. werden 'sie durch untere 
Indizes unterschieden. Um zwischen den beiden Sorten von Koordinaten eines Vektors zu unter- 
scheiden, nennen wir die durch 


j ’ x=- Ey, . . 
definierten Koordinaten die kontravarianten Koordinaten von x bezüglich der Basis ®, während die 
durch die Gleichung (27) definierten Koordinaten die kovarianten Koordinaten von x in bezug auf 

die Basis ® heißen. Als wesentliches Unterscheidungsmerkmal haben wir dabei das Transformations- 
verhalten der Koordinaten beim Übergang von einer Basis von V zu einer anderen Basis re 


Betrachten wir die Umkehrabbildung B"! ce s/(V*, v) so wird die Kobasis ®* = (pi Yı-- 2 
von V* auf eine-Basis 8’ = {p1, ..., 7} von V abgebildet: 
Y-Ba dehun. se | 028) 
Die Basis ®’ heißt die zu ® reziproke Basis von V und wird kontravariant zur Basis ® MTEnEIOERNENT: 
"Aus der Gleichung (27) erhält man 
x= &,y' E R : (29) 
wenn man auf sie die lineare Abbildung B-! anwendet. E 


Die kovarianten Koordinaten eines Vektors x bezüglich der Basis ® sind seine gewöhnlichen (kontra- 
‘ varianten) Koordinaten bezüglich der reziproken Basis ®'. 


Wir untersuchen nun die Beziehungen zwischen Basis und reziproker Basis-sowie zwischen den 
kontravarianten und den kovarianten Koordinaten eines Vektors. 
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Zunächst ist 


fr, ) - , By) = <y, 9 = Oh. 


Dabei ist ö, das in neuer Schreibweise angegebene Kronecker-Symbol. Aus dieser Gleichung erklärt 
sich auch: die Bezeichnung reziproke Basis. Ist B= |ß,..l|»,„ die Koeffizientenmatrix der nicht aus- 
gearteten quadratischen Form g, ; j 


al) = Bar: e. Ei, 


in bezug auf die Basis B, so gilt - 


for; y) = Yu, Byi> = Bin @',i= 1, 2, n) R i i \ ' (30) 
und : 
Byı= Bay" G=-12,-,n. G1) 
Definieren wir in Analogie zur Gleichung (24) 
BEL, = KBNyT, BBIyN, a: G2) 
so ist Re - j Bi 
B-'y =, ’=12,.,n), ; (33) 


und die Matrix ||ß""],,n = er ist die zu B= ||ßri||n,„ inverse Matrix. Aus den Gleichungen (31) und 
(33) folgt nämlich i 


Be, BB, 


wenn man beachtet, daß die Matrizen B = ||ßr.|n.„. und B"! = |ß"|„,„ symmetrisch sind. 
“ Für den Zusammenhang zwischen Basis und reziproker Basis erhalten wir die Gleichungen 


ty, hy" G=hon), 64) 


und für den Zusammenhang zwischen den kovarianten und den kontrayarianten Koordinaten eines 
Vektors x € V ergibt sich 


eh, eher hun. 65) 


Die hier kurz umrissene Transformationstheorie der Koordinaten eines Vektors in einem linearen 
Vektorraum Y mit einer ausgezeichneten nicht ausgearteten quadratischen Form g vereinfacht sich 
wesentlich, wenn in dem Vektorraum V eine Basis existiert, die mit ihrer reziproken Basis überein- 


stimmt. In diesem Fall braucht man nicht zwischen kovarianten und kontravarianten Koordinaten. 


"eines Vektors zu unterscheiden, und das Transformationsverhalten der Koordinaten stimmt mit dem 
Transformationsverhalten der Basis überein. 

Wir wollen zum Abschluß dieser Betrachtungen notwendige und hinveichende Bediener für 
die Existenz einer zu sich selbst reziproken Basis im Vektorraum Y ableiten. 

Essi®ß= bi »Yas *s a eine zu sich selbst reziproke, Basis im n-dimensionalen Vektorraum V. 
Dann ist "= y, (= 1, ..., n), und aus der Gleichung /30) folgt 


Br= Fon, ) = 0,9) = sh. 


Mit anderen Worten: B= ||ßyil|n,n = E ist die Einheitsmatrix, und die Form g besitzt in bezug auf 
die Basis ® die Darstellung 


POyS} | Go 
ie B 


Dies ist die Normalform von g, und wir erhalten: Ist ® eine zu sich selbst reziproke Basis von V, so Ist 
Beine Normalbasis für die quadratische Form q, und die Form q ist positiv definit. 
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Wir nehmen umgekehrt an,. daß in dem n-dimensionalen Vektorraum Y eine positiv 
definite quadratische Form q gegeben ist. Dann ist r=p=n, und es gibt eine Normalbasis 
SM = (y),y2, --, 9.) von V, so daß q in der Normalform (36) dargestellt werden kann. Für die 
Koeffizientenmatrix B von q in bezug auf diese Basis gilt B= ||ß;;||,n = E. Aus den Gleichungen 
(34) und (35) folgt 


y'= Vi; & mr & (= 1, a n); 


d.h, BM ist eine zu sich selbst reziproke Basis. 


XII. /st V ein endlichdimensionaler linearer Vektorraum und q eine nicht ausgeartete quadratische 
Form auf dem Vektorraum V, so.gibt es in V dann und nur dann eine zu sich selbst reziproke Basis, wenn 
die Form q positiv definit ist. 


Ist Vein linearer Vektorraum mit einer ausgezeichneten nicht ausgearteten quadratischen Form q. - 
so nennt man q die metrische Fundamentalform und spricht von einem linearen Vektorraum mit 
Metrik. Ist die quadratische Form g positiv definit, so heißt V ein linearer FENDT mit euklidischer 
Metrik oder kurz ein euklidischer Vektorraum. 

Der Untersuchung der euklidischen Vektorräume ist das dritte Kapitel gewidmet., 


5. AUFGABEN 


1. Eine Bilinearform f auf dem linearen Vektorraum V ist dann und nur dann alternierend, wenn 
ihre Koeffizientenmatrix B der Gleichung BT = -B genügt. Eine Matrix mit dieser Eigenschaft 
nennt man schiefsymmetrisch. 


2.* Eine lineare Abbildung B von Vin V* heißt alternierend, wenn B* = —B ist: 


Ist feine alternierende Bilinearform auf dem Vektorraum V, so gibt. es eine alternierende Abbil- 
dung B von Vin V*, so daß 


f@,y) = <Bx,y) 9) 


ist. Wenn umgekehrt Beine alternierende Abbildung von Vin Y* ist, so definiert die Gleichung [} 
eine alternierende Bilinearform f. 


3. Ist feine alternierende Bilinearform auf dem Vektorraum V, so ist ihr Rang’r eine gerade Zahl, 
und es gibt eine Basis ® = {z,, --., z,}, so daß f die Form 


Mr) hg - ht a - betr three 
besitzt. 


4. Ist B eine schiefsymmetrische Matrix, so ist der Rang r(B) eine gerade Zahl, und es gibt eine 
reguläre Matrix A, so daß 


01 00.. 00... 
-10 00.. 00... 
00 91... 00... 
Arp-a=|| 90 -19- 005 
00 00.. 01... 
00 00..-10.. 


©" 00-90 00_.©9 


00 00.. 00.. 


ist. 
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5.* Es sei g eine quadratische Form auf dem Vektorraum V und B= Ißr.| 
matrix in bezug auf eine feste Basis ® von P: 


n,n Ihre Koeffizienten- 


ala) = > 3 Bar Er &- 


U=1i=l 


Sind die r = r(B) Zahlen 6, = ßı1, 62 = det; |Pr.|, 63 = detz |Brel; --, 6, = det; |ß...| sämtlich von’ 


Null verschieden und setzt man 6, = 1, so gibt es eine reguläre Dreiecksmatrix A = |&ril|n,n (Kr, = 0 


n 
für’ <d), so daßfür, = D au,-&; = 1, ..„r) die Jacobische Gleichung 
. je 


r = n 


= Dt. 


ii 6, 

gilt. _ . 

6.* Es sei wiederum g eine-quadratische Form, und die Zahlen ö,, :.., d, seien wie in (6) definiert. 
Die quadratische Form q ist dann und nur dann positiv definit, wenn 6, > 0 für i= 1, ...,.n gilt. Die 
quadratische Form q ist dann und nur dann negativ definit, wenn (-1)- 6, >0füri=1,..,n gilt. 


II. EUKLIDISCHE VEKTORRÄUME 


In diesem Kapitel werden lineare. Vektorräume untersucht, auf denen eine positiv 
definite quadratische Form gegeben ist, die im Verlauf der Betrachtungen fesige- 
halten wird. 

‘Ein endlichdimensionaler linearer Vektorraum mit einer feslen positiv definiten 
quadratischen Form heißt ein: euklidischer Vektorraum. 
‚Die in einem euklidischen Vektorraum ausgezeichnete positiv definite quadrati- 
sche Form gestattet, die Länge eines Vektors, die Winkel zwischen zwei Vektoren 
und andere geometrische Begriffe in die Theorie der Vektorräume einzuführen und 
damit feinere Aussagen über die Struktur derartiger Vektorräume zu gewinnen. 


$15. DER EUKLIDISCHE UND DER PSEUDO- 
EUKLIDISCHE ZWEIDIMENSIONALE 
VEKTORRAUM 


1.EINLEITUNG - 


Im ersten Paragraphen dieses Kapitels beschränken wir uns auf die Betrachtung 5 
linearer Vektorräume der Dimension zwei. Wir wollen uns in diesem einfachen Fall 
über die Verhältnisse unterrichten, die durch Auszeichnung einer nicht ausgearteten 
quadratischen Form auf dem Vektorraum entstehen. Dabei betrachten wir nicht nur 
positiv definite quadratische Formen, denen euklidische Vektorräume im Sinne der 
‘ obigen Definition entsprechen, sondern auch indefinite quadratische Formen, die 
‘zur Definition pseudo-euklidischer Vektorräume Anlaß geben. 

Es sei Y? ein zweidimensionaler linearer Vektorraum und g, eine nicht ausge- 
artete quadratische Form. Ist ® = {x,, x,} eine Normalbasis für die quadratische 
Form, so können wir g. in bezug auf diese Basis in der Normalform schreiben, und 
für 5 

x= EX + 5% -, (di) 
gilt 

PCR Fa a PT 2) 
oder 


= . | @) 
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oder 


1) = 1-8. | “2 a0) 


Der letzte Fall einer negativ definiten quadratischen ‚Form braucht nicht gesondert ö 
untersucht zu werden; aufihn lassen sich die für den ersten Fall gewonnenen Ergeb- 
nisse in geeigneter Weise übertragen, wenn die Koeffizientenmatrix durch ihre Nega- 
tive ersetzt wird. Wir nehmen also an, daß auf dem zweidimensionalen linearen Vek- 
torraum V“?? eine positiv definite oder eine indefinite quadratische Form go gegeben: 
ist. . 


2. DER EUKLIDISCHE ZWEIDIMENSIONALE VEKTORRAUM; 
DAS SKALARPRODUKT; DIE NORM EINES VEKTORS; 
DIE DREIECKSUNGLEICHUNG: { 

-DIE CAUCHY-SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG; 
DIE WINKEL ZWISCHEN ZWEI VEKTOREN; ISOMETRIEN; 
CHARAKTERISIERUNG DER ISOMETRISCHEN 

- OPERATOREN; DREHUNGEN UND DREHSPIEGELUNGEN;. 
ZWEIREIHIGE ORTHOGONALE MATRIZEN 


Wir. betrachten zunächst den Fall, daß go eine positiv definite quadratische Form auf 

dem linearen Vektorraum V'2 ist. In,diesem Fallist V(® ein euklidischer zweidimen- 

sionaler Vektorraum. Der quadratischen Form g, entspricht eine symmetrische Bi- 
linearform fo, die wir mit runden Klammern bezeichnen: 


EN ha reN. “> | () 


Den Wert dieser Bilinearform für ein Paar von Vektoren x, yeYV2 nennen wir das 
_ Skalarprodukt.oder das innere Produkt der Vektoren x und y. Entsprechend dieser De- 

finition gilt 
FIR) a € Ar 3 ; (5) 


N 


Der. Wert der quadratischen: Form q, für den Vektor x ist das Skalarprodukt dieses 
Vektors mit sich selbst. Die quadratische Form g, ist nach VRSPUE positiv ( de-. 
finit, daraus folgt: . 


Das Skalarprodilet eines Vektors xe V'*? mit sich selbst ist nicht negativ, und es 
ist dann und nur dann gleich Null, wenn x = o der Nullvektor ist. 


Ist 8 = {xı, x,2} eine Normalbasis des Vektorraumes er für die quadratische 
Form go, so gilt für den Vektor x = &ıx%ı + Ex, 


air en [63 


” 
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1°. Als Beispiel betrachten wir den zweidimensionalen Vekto,raum B@® der Translationen in der 


Ebene (vgl. $1, Nr. 3, 8°). Ist O ein fester Punkt in der Ebene, so können wir jeden Vektor ge 3” 
R — — 
durch eine gerichtete Strecke OP repräsentieren. Da jede gerichtete Strecke OP eine Translation r 


bestimmt; tritt auch jede gerichtete Strecke als Repräsentant eines Vektors z € B® auf. Wir betrach- 


: — „=> 
ten zwei zueinander senkrechte gerichtete Strecken.der Länge 1, die wir mit OP, und OP, bezeichnen, 
‚und en ein karı ee Koordinatensystem in der Ebene. Es seien ty, 2, die Vektoren aus I, 


die durch OP, und Or, Fepiasenlica, W werden. Istr = &tı + &ot, ein beliebiger Vektor aus 3”, so 
wird er durch die gerichtete Strecke oP repräsentiert, deren Endpunkt P die kartesischen Koordi- 
naten &, , &, besitzt (Abb. 5). Durch 
a) ArE 
wird auf dem Vektorraum Y® eine positiv definite quadratische Form go ausgezeichnet, und 82 
wird ein euklidischer Vektorraum. Der Wert gu(Ü) = (1, X), d.h. das Skalarprodukt von £ mit sich 


> $ 
selbst, ist dann’das Quadrat der Länge der gerichteten Strecke OP, die den Vektor r repräsentiert. 


fr 


&7 Abb. 5 


Diese geometrische Yeranschaulichüng veranlaßt uns zu der folgenden Definition der Norm:oder 
Länge eines Vektofe: \ 


Die positive Wurzel aus dem Skalarprodukt eines Vektors x mit sich selbst heißt 
die Norm oder auch die Länge des Vektors x: 


Def. 


Wir müssen uns überzeugen, daß die so definierte Norm oder Länge eines Vektors 
gewisse Eigenschaften besitzt, die man anschaulich von der Länge eines Vektors 
erwartet. Es sind dies folgende Eigenschaften: 


1. |x| = 0, und aus |x| = O folgt x = o; 
2. |xx] = |a] : |x|, wobei |] den gewöhnlichen Betrag der reellen Zahl & bezeichnet; 
3. +y1s rl + ll. 


Die Ungleichung 3 heißt Dreiecksungleichung, denn ihre anschauliche Interpretation 
in der Ebene bedeutet, daß in einem Dreieck die Länge einer jeden Seite stets kleiner 
oder gleich der Summe der Längen der beiden anderen Seiten ist. 


Mean. u | [O5 
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2°, Ist Ei der aus 1° bekannte euklidische Vektorraum der Translationen der Ebene und sind 


x, y zwei Vektoren aus ®®, die durch die gerichteten St Strecken Po und OR repräsentiert werden, 


so wird der Vektor £ -+ 4 durch die’gerichtete Strecke PR repräsentiert. Die Normen |gl, pl, [e + Hl 
der Vektorent,y und r + Y sind gleich den Längen der sie repräsentierenden Strecken, und Abb. 6 
veranschaulicht die Dreiecksungleichung. 


R 


Abb. 6 
R 


Aus der weiter oben gemachten Bemerkung über die Eigenschaften des Skalar- 
produktes eines Vektors x mit sich selbst folgt unmittelbar die Eigenschaft 1 für die 
durch (6) definierte Norm eines Vektors. Die Eigenschaft 2 ergibt sich aus der Lineari- 
tät des Skalarproduktes in beiden Argumenten, (x, x) = &? (x, x), und der Glei- 


chung ‚Vor &? = Jal, die für jede reelle Zahl gilt. Zum Beweis der Dreiecksungleichung 


müssen wir etwas weiter ausholen. Wir beweisen zunächst die sogenannte Cauchy- 


Schwarzsche Ungleichung 
sl Ip ayeV/”). ne ER (N 


Hier steht auf der linken Seite der Betrag der reellen Zahl (x, y) und rechts das Pro- 
dukt der Norm des Vektors x mit der Norm des Vektors y. Aus dieser Ungleichung 
erhalten wir die Dreiecksungleichung auf folgendem Wege. Da (x,y) < I(&, »)] ist, 
gilt (x, y) < |x|  |yl. Diese Ungleichung multiplizieren wir mit 2 und addieren auf 
beiden Seiten |x]? + |yl?; es ergibt sich die Ungleichung 


Ix12 + 1p1? + 2-9) S [el + Ipl? + 2-lel-lpl 
oder, wenn wir (6) berücksichtigen, 
EIERN +2 INS (xl + IP. 


Es ist 1 
(x, x) + >») + 2:(x,)y) 7 (xx + y) + (y, x +)y) == (x +9»x +»). 
Folglich gilt = \ 
een 
und wir erhalten die Dreiecksungleichung, wenn: wir rauf beiden Seiten die positive 
Wurzel ziehen. 
Zum Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung betrachten wir eine Normal- 


basis ® = {x,,x,} für die quadratische Form q, und zwei beliebige Vektoren 
x=E£&,x, + &x, und y = nıX, + 2X, aus V'?. Wir berechnen ‘das Quadrat der 
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Determinante für die von ihren Koordinaten gebildete Matrix 


£ 2 
&.& > 
& NN] 
Es ist Ir . R A R 
Ei £2| 181 82] _ \&ı 82] j&ı 9 _Kıt& &,'Nı + &2.'N2 
Ni N2| |Nı N2\. \mı N2\ |E2 92 En +&2'n m + 


Dabei haben wir den Produktsatz der Determinante sowie det A] = det 14] be- 
nutzt. Für den Wert der in der ‚obigen Gleichung rechts stehenden ‚Determinante 
erhalten wir 


(& = 8) (m + n2) _ Er m+& 72)” 20. 
Es ist j 
+8 = (x, x), m+m=()) mt m=eny) 


und damit 


(x): v „2% DE 


Zieht man in de Ungleichung auf beiden Seiten die positive Wurzel, so folgt (7). 
Unter der Voraussetzung, daß die Vektoren x und y vom Nullvektor verschieden 
sind, läßt sich die Ungleichung (7) in der Form 


< <1 ER Let, (7) 


jel Il | 
- schreiben. Da der Quotient an überdies für x = y den Wert 1 annimmt, gibt 
' x|-|y 
(7) Anlaß zu der folgenden Definition von Winkeln: 
x, i 5 wa: 2 
oe, Ber) 
Det. |x] Ip] ß 


Beschränken wir den Definitionsbereich vongaufO<s 9 < 2r, so werden durch die 
Gleichung (8) zwei Winkel 9, und 9, bestimmt, die sich zu 2x ergänzen und die wir 
die Winkel zwischen den Vektoren x und y nennen: 


9 = Kılsyl, = Kalsyl; 91 +92 = in. 

Dabei läßt sich 9, so wählen, daß 0 < 9, < x ist. Aus der Gleichung 
2ER N-@-nr-y 

ergibt sich unter Berücksichtigung der Definition von 9 
ey? = lee? 2 hellen. @) 


Die Gleichung (8) ist der aus der Schule bekannte Cosinussatz.: 
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Um dies einzusehen, veranschaulichen wir uns die Verhältnisse in der. Ebene. 
3°, Wir betrachten wie oben den euklidischen Vektorraum der Translationen in der Ebene go 
A a ne 


und repräsentieren die Vektoren t, 4, E-4YE%? durch die gerichteten Strecken PQ, PR, RO. 
— —- 


Tragen wir noch die Winkel g, an 9, als Winkel zwischen den gerichteten Strecken PQ und PRein, 


. so erhalten wir Abb. 7. 


Die Vektoren X%,, x, einer Normaibasis B für die quadratische Form 9 genügen 
den Gleichungen 


“lelel=l @,r)=0. . a u) 
Es ist 
3 
X ılaı, x2] = > Xaltı, x2] = T 


Zwei Vektoren x und y, für die (x, y) = 0 ist, heißen zueinander senkrecht oder 
orthogonal. 2 i 

Man zeigt leicht, daß zwei vom Nullvektor verschiedene orthogonale Vektoren x;, 
x, e V® stets linear unabhängig sind und folglich eine Basis von V“? bilden. Ist über- 
dies die. Norm dieser Vektoren gleich 1, d. h., gelten für sie die Gleichungen (9), so 


bilden die Vektoren x,,x, eine Normalbasis von V'? für die gegebene quadratische 


Form. 

Um an die Orthogonalität der Vektoren x,, x, einer Normalbasis zu erinnern, 
nennen wir eine Normalbasis für die ausgezeichnete Form 9, in Zukunft eine Ortho- 
normalbasis des euklidischen Vektorraumes V. 


4°, Bilden die Vektoren tı , tz des zweidimensionalen euklidischen Vektorraumes 3% eine Ortho- 


=> > 
normalbasis und repräsentieren wir sie durch gerichtete Strecken OP, , OP,, dieim gleichen Punkt O 
der Ebene angetragen sind, ‚so erhalten wir ein kartesisches Koordinatensystem. Jedem Vektor 


— . 
t= £ılı + Eat, entspricht eine gerichtete Strecke OP, und der Punkt P besitzt die kartesischen 
Koordinaten £,, &. Umgekehrt definiert jeder Punkt P mit den kartesischen Koordinaten £ı, &2 


— R e 
eine gerichtete Strecke OP, die den Vektor t = &ıfı + &a£a repräsentiert (vgl. Abb. 5 auf S. 204). 


Wir betrachten nun einen weiteren zweidimensionalen euklidischen Vektorraum 
V’», Das Skalarprodukt der Vektoren x’, y’ e V’?? bezeichnen wir mit (x’, y’), und 
es sei ® = {x}, x} eine Orthonormalbasis von V’®. Ist 8 = {xı, x,} eine Ortho- 
normalbasis von Y'?? und x = &,xı + &x, ein Vektor aus V'?, so wird. durch 


\ 


x =-Iık=&,H + 
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eine Abbildung / von V(? auf V’@ definiert. Man überzeugt sich. sofort daß / ein 
Isomorphismus von Y'2 auf V'® ist. Überdies gilt aber für je zwei Vektoren x, 


ve ny)=&). | Ä 00) 


Der Wert des Skalarproduktes der Bildvektoren Zx und Ip ist gleich dem Wert des 
Skalarproduktes von x und y. Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft nennen wir 
isometrisch und die Abbildung Z einen isometrischen Isomorphismus oder kurz eine 
Isometrie. Die Vektorräume V'?? und Y’‘? heißen isometrisch isomorph. Wit haben 
folgenden Satz bewiesen: 


I. Zwei zweidimensionale euklidische Vektorräume sind isometrisch isomorph. 


Bedeutet die Isomorphie zweier Vektorräume die Gleichheit ihrer algebraischen Struktur schlecht- 
hin, so bedeutet die Isometrie darüber hinaus auch die Gleichheit der auf den Vektorräumen durch 
die ausgezeichnete quadratische Form zusätzlich definierten metrischen Struktur. Satz I besagt, daß 
es bis auf Isometrie nur einen zweidimensionalen euklidischen Vektorraum gibt, so daß. wir in 
diesem Sinne von dem zweidimensionalen euklidischen Vektorraum sprechen können. 


Die isometrischen linearen Operatoren eines zweidimensionalen euklidischen Vek- 
torraumes V®, d.h. die Isometrien von V'?? aufsich, lassen sich durch den folgenden 
Satz charakterisieren: 


I. Ein isometrischer linearer Operator Ue .s/(V‘??) bildet eine Orthonormalbasis 
von V'? auf eine Orthonormalbasis von V“?’ ab. Ist Ue sI(V“??) ein linearer Operator, 
der eine Orthonormalbasis von V” auf eine Orthonormalbasis von V'2? abbildet, so 
ist U isometrisch. 

 It®= {x,, x} e eine Orthonormalbasis von V'? und U ein isometrischer linearer 
Operator auf V‘?, so ist 


N _ |jeos @ —sin S ‚|cos @ nel u 
D,(U) = U, 07 Kos oder DU ). sin ER. (11) 
—— wobei 9 (0 S < 2n) einen der beiden Winkel zwischen x, ed Ux;: bezeichnet. 


It® = FE 5 x} eine Orthonormalbasis von V?? undgp (0 < p < 2n) ein gegebener 
Winkel, so ist der durch die Matrix 
cosp sin 
sin® —CcosYp 


c0sp —sinp 
sing cosp 


U, = (1) 


bzw. U_= 


definierte Operator Ue /(V“?) isometrisch. 
Zum Beweis sei zunächst U e s/(V“)) ein isometrischer Operator. Dann gilt 
.(Ux,, Ux,) = (2,, x) = |sıl? = 1 = ||? = (x, x) = (Ux,, Ux,), 
(Ux,, Ux,) = (,,2)=0, | 
und U8 = {Ux,, Ux,} ist eine Orthonormalbasis von V'*, 


n 
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Ist Uß = {Ux,, Ux,} eine Orthonormalbasis von V“? und sind x = &,xı + &2x,, 
y = NıXı.+ N2%2 beliebige Vektoren aus vv», so gilt 


(Ux, Uy) = (E&,Ux, + &,Ux,, nıÜx, + n20x;) = &, "N + &, "Na. 
Folglich ist 
(Ux, Uy) m ( y)» 


und der Operator U ist isometrisch. Damit sind die ersten beiden Aussagen von. 


Satz II bewiesen. 
Ist nun U isometrisch und ® eine Orthonormalbasis, so gilt 
Ux, = v8 + Yzık2, Ux, = vıorı + VaaX2» 
und es ist 
(Ux,,x,) = |Ux,|  |x,|cosp = cos p 
(Ux,, x) = (ı1Xı + 92182; Kı) = dir" (KK) + dar "Ra, Hı) = din: 


Also ist 
Yı = 008 12 


“ Ferner ist (Ux,, Ux,) =v2, + v2, = 1, und wir können 
v21 =sinp | . 
setzen. Durch die Gleichungen v;, = cos p, v,, = sin p haben wir 9 als einen der 
beiden Winkel zwischen x, und Ux, festgelegt. Ist vl, #1,soiste= Kl, Uxıl, 


wenn v5, > 0 ist, und 9 = Xalx,, Uxı], wenn v2, < 0 ist. Aus der Gleichung 
(Ux,, Ux,) = 1 'dı2 + daı "022 = O folgt 


%ı  SiNY %12 
und da überdies (Ux,, Ux,) = vi, + v2, = 1 ist, ergibt sich 
Y2= -S1O,' %2=Cc05sp ode %2=SiNQ, Ya, = —Co5p. 


Istvl, =1, so seip= X ılaı, Uxı]=0oderp= x,[x, Ux,] = rundv,, = sinp= 0. 
Aus den. Gleichungen (Ux,, Ux,) = v1 "dia + dar 092 = 0 und (Ux,, Ux,) 
= v1, +02, = 1folgt v,; = O0 und%,, = +1. Istp = 0, so ist die Matrix U; die 
Einheitsmatrix, während U_ gleich 


1 0 
E = h = (2) 
ist. Fürp = n ist U, die negative Einheitsmatrix und U_= -E.. 


Es sei nun U: der durch 


Ur, =cospx, +sinpgx, und Ux, = —-sinpx, + 08 @x, 
bzw. De . - 
Ur, = cospxr, +singyx, und Ux, = sinox, — cospx, 
15 Boseck 
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definierte mer Openater, dann ist 

(Ux,, Ux,) = cos? @ + sin? 1 = (Ux,, Ux,), 
(Ux,, Ux,) = 008 9 (- sing) + a 0. 
2 (Ux,, Ux,) = cosp- sing + sing (- cosp)=0. 

Es ist also . Re 

‚lUx,|=|Ur|=1 und (Ux,,Un)=0. 

Aus der schon bewiesenen zweiten Aussage von Satz II folgt, daB U ein isometri- 


scher Operator ist. 
. Bezeichnen U, und U_ die in (11) angegebenen . Matrizen, so ist offenbar 


U_=U,-E_. ER nF Se 
Ferner gilt | 


‚det |U,|= co? +si?go=1, de|U_|= -co?9 —sin’o= -—-1. 


Ist Ves/(V?) ein isometrischer linearer Operator und det U = 1, so gilt die: 


Gleichung B,(U) = U,, und wir nennen U eine Drehung des euklidischen Vektor- 
raumes V, 


Ist E_ der isometrische lineare Operator, der der Matrix E_ entspricht; so nennen. 


wir E_ die Spiegelung am Vektor x.. 
Ist .Ues/(V?) ein isometrischer linearer Operator und dt U= -—1, so ist 


U = U}E_, und U, ist eine Drehung. Den Operator U, der sich aus der Spiege- 


lung am Vektor x, und einer Drehung zusammensetzt, nennen wir eine Drehspiege- 
bung. 


Diese Bezeichnungen lassen sich durch folgende Überlegungen geometrisch veranschaulichen: 


P R. 
4, PR i 2 2 
Q Qr 
p ’ p 
0 P [] Prrür 0 P, 
2 e 
Us, UsE_ U=l_  _ Abb.8 


5°, Ist B@® wiederum der euklidische Vektorraum der Tabionen@ der Ebene und wird die 


* Orthonormalbasis Tı,%2 durch das kartesische Koordinatensystem Or, 2 OP, und die Orthonormal- 


->.— 
basis Ur,, Ur, durch das kartesische Koordinatensystem 09:: 02: repräsentiert, so erhält man 


Abb. 8. 


$ 15. Zweidimensionale Vektorräume ; : 2 211 


Im ersten Fall bestimmt der Operator U eine Drehung des Be BR ogtlinaleneyntenE um den Winkelo, 
_— 


“im zweiten Fall definiert EL eine Spiegelung an der durch OP, = 00, bestimmten Geraden, und im 
—— —— 
dritten Fall entsteht das Koordinatensystem OQ,, OQ;z aus dem Koordinatensystem OP,, OP; 


durch die Spiegelung E_ und eine nachfolgende Drehung um den Winkel [2 


Man beweist leicht folgende Aussagen. 

TI. Die isometrischen linearen Operatoren des zweidimensionalen euklidischen Vek- 
torraumes bilden eine Gruppe D, bezüglich der für lineare Operatoren erklärten Multi- 
plikation. 

Die Drehungen des zweidimensionalen euklidischen Raumes bilden eine Gruppe d, 
bezüglich der für lineare Operatoren erklärten Multiplikation. 

Die Matrizen der Form (11) bilden eine Gruppe 00) bezüglich der Matrizenmultpli 
kation. 

Die Matrizen der. Form U, bilden eine Gruppe 0,0) bezüglich der  Matrizen- 
multiplikation. 

Die Gruppe ®, heißt die allgemeine zweidimensionale |Dreigruppe Die Gens d, 
heißt die zweidimensionale. Drehgruppe. 

Die Matrizen der Form (ll) nennt man zweireihige orthogonale. Matrizen, die 
Matrizen U, zweireihige eigentlich orthogonale Matrizen. Im Unterschied dazu wer- 
den die Matrizen U_ häufig zweireihige uneigentlich orthogonale Matrizen genannt. 

Die Gruppe O(2) heißt die zweireihige orthogonale Gruppe. Die Gruppe 0:2) 
heißt die zweireihige eigentlich orthogonale Gruppe. 

Die im Satz II angegebenen Beziehungen zwischen isometrischen hen Opera- 
toren und orthogonalen Matrizen können wir wie folgt zusammenfassen: 


IV. Ist ® eine Orthonormalbasis von V'?, so ist ©, eine umkehrbar eindeutige Ab- 


bildung der allgemeinen Drehgruppe auf die Gruppe der orthogonalen Matrizen. Dabei 
entsprechen den Drehungen eigentlich orthogonale Matrizen und den Drehspiegelungen 
uneigentlich orthogonale Matrizen. Es gilt 


Py(ULV;) = PylU;) PylV;). i 
Diese Gleichung haben wir früher Ale für die Abbildung Dy bewiesen (vgl. 
$ 11, Nr. » 


, 3.*DER PSEUDO-EUKLIDISCHE ZWEIDIMENSIONALE 
-VEKTORRAUM; ISOTROPE VEKTOREN; KLASSIFIKATION 
DER ANISOTROPEN VEKTOREN; DIE WINKEL ZWISCHEN 
ANISOTROPEN VEKTOREN GLEICHER ART; ISOMETRIEN; 
CHARAKTERISIERUNG DER ISOMETRISCHEN 
OPERATOREN; HYPERBOLISCHE DREHUNGEN; 
ZWEIDIMENSIONALE LORENTZTRANSFORMATIONEN 


Es sei nun g, eine indefinite quadratische Form auf dem zweidimensionalen linearen 
Vektorraum V“2. In.diesem Fall sprechen wir von einem zweidimensionalen pseudo- 
euklidischen Vektorraum V”. 

15* 
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Die Vektoren xe V, für die g0(x) = 0 ist, heißen isotrop. Ist 8 = {x,, x,} eine 
Normalbasis für die quadratische Form 90 soitxr=&x + Gar dann und nur 
dann ein isotroper Vektor, wenn ' : 


g0(&) = & = & =0, dh &, = + 
ist. 
Diejenigen Vektoren xe V2, für die 90(x) + 0 ist, heißen anisotrop. 


Die anisotropen Vektoren eines pseudo-euklidischen Vektorraumes W? zerfallen 
in bezug auf eine Normalbasis 8 = {x, , x,} für die Form q, in vier Arten: 


" l.x= EX + &3%2: IX) >0, &> 0, 
2.2 = Ex + Em: gr) >0, &<0, 
3.x = +: GM) <O0, &>0, 


4.x= Ex, + &3%: 408) <0, &<0. 


Bezeichnen wir " g90(x) wiederum als „Länge“ des Vektors x, so hat dieser Aus- 
druck mit den gewöhnlichen Vorstellungen einer Länge wenig gemein. Zunächst 
haben die isotropen Vektoren die Länge 0, obwohl sie selbst vom Nullvektor ver- 
schieden sein können. Für die anisotropen Vektoren erster und zweiter Art ist 
I go(x) eine positive Zahl, wenn wir uns auf die positive Wurzel beschränken, und. 

‘für diese Vektoren ist der Begriff „Länge“ auch noch am ehesten sinnvoll. Für die 


anisotropen Vektoren dritter und vierter Art ist Y gs(x) rein imaginär, so-daß diese 


Vektoren eine imaginäre Länge besitzen. Unter 2 go(x) verstehen wir in diesem Fall 
die Komplexe Zahl RNIFREN lgo(&)l. 


isotr.Vekt: iso Vekk x = 


Abb.9 


6°. Veranschaulichen wir uns diesiin der Ebene (wobei wir beachten müssen, daß sich die Verhält- 
nisse des pseudo-euklidischen Vektorraumes nur sehr unvollkommen in der Ebene widerspiegeln, 
da Längen und Winkel in der Ebene nicht mehr wie im euklidischen Fall den Längen und Winkeln 
im Vektorraum entsprechen), so liegen die Repräsentanten der isotropen Vektoren auf den 45°- 
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"Linien. Diese zerlegen die Ebene in vier Winkelräume, die den vier Arten anisotroper Vektoren ent- 
sprechen. Die Koordinaten gleichartiger Vektoren gleicher, von Null verschiedener Länge bestimmen 
! einen Hyperbelast in dem jeweiligen Winkelraum (Abb. 9). 


Bezeichnet fs die der quadratischen Form g, entsprechende symmetrische Bilinear- 
form, so erhalten wir ein Analogon zur Ungleichung (7) in der Form 


108) : 400) & (A, TE Bent) 


Es sei x = &xı + &2%2, 9 = NıXı + 92%, und ® = {x,, x,} bezeichne eine Nor- 
malbasis von V'?? in bezug auf die ausgezeichnete quadratische Form go. Wir be- 
rechnen 


& 5, >oQ. 
nl 
Es ist ; 
&ı Eal _ 2:,2 22: -&E,- . >00 
a = mt m - 2 mm 2 
oder 


2m -Am- Bm. 
m 

ir: m=2 & & m MR: m+2m-Am-&Bm 
und es ist 
Gm-2’2A-D mm). 


Do) = -8.40)=m-m und Sulz, y) = & 1 E22 ist, haben wir die 
Ungleichung (13) bewiesen. le 
. Aus der Ungleichung (13) läßt sich die Ungleichung 


Say). z 
1s ——— (14) 
ENDEN ON 


für je zwei anisotrope Vektoren gleicher Art ableiten. 


Wir unterscheiden zwei Fälle: 


a).x und y sind Vektoren erster oder zweiter Art. Aus go(x) > 0 und go(y) > 0 
folgt & > &2 und ni > n3 oder |&,] > l&2| und |nı| > In2|. Sind x und y Vektoren 
erster Art, so ist &, > 0,7, > 0 und damit &, nı = |&ıl-mıl > &2 2. Sindx und y 
Vektoren zweiter Art, so ist u <0,nı <0O und ebenfalls &, nı = l&ıl mıl> &2°n2- 
Es ist also - 


Ja») = m - & ">00, 
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und wir erhalten die Ungleichung (14), wenn wir in (13) auf beiden Seiten die positive 
Wurzel ziehen und durch die positive reelle Zahl Y go(X) a 90(») dividieren. 

b) xund y sind Vektoren dritter oder vierter Art. Aus g0(&). < O und go(y) < Ofolgt 
dann & > &7 und 3 > nı oder |&2| > [&ıl und In2| > Inıl. Sind x und y Vektoren 
dritter Art, so ist & > 0,72 > 0 und folglich &, 72 = lEa| mal > &ı nı.Sindxundy 


_ Vektoren vierter Art, so ist &, < 0,2 < O0 und ebenfalls &, 92 = 1l&l' In2! >E&, m- 
Es ist also 


Lay) = Em - m - _ ce I <0. 


Andererseits ist‘ 


gr) = -Io&)l, dd) = MW). 


- Aus der Ungleichung (13) folgt 


N: OS fole, 


und damit 


IN PreE Io) 2 -1Fo@ DI. 


'Dividieren wir diese Ungleichung durch die Desaave Zahl Yg&@ golx) Yg0) ly). 


=4V |go(&)| ’ vl). Igo(y)], so erhalten wir die Ungleichung (14). 
Die Ungleichung (14) ermöglicht die Definition von Winkeln zwischen zwei aniso- 
tropen Vektoren gleicher Art. Durch die Gleichung 


Ve = En = us 


Der. /go(&) * V 900) 
werden zwei Winkel @, und 9, definiert, die sich zu 0 ergänzen und die wir die Winkel 
zwischen den GR Vektoren x und y gleicher Artnennen. 
"Es sei \ 
pi = x,[,yl20, p= X Ky120 9 +9p=0. 


Berücksichtigen wir die Gleichung 
2: fo 9) = g0(X) + 900) — g0& — 9); 

so erhalten wir: für je zwei anisotrope Vektoren.gleicher Art 
10(& = 9) = 102) + 000) - 2a) Vaneo AN 


Diese Gleichung entäpricht der oben, bewiesenen Gleichung @) und wird hyper- 
bolischer Cosinussatz genannt. 

Die Vektoren x, , x, einer Normalbasis für die quadratische Form gq, genügen den 
Gleichungen 


go) = 1, go) = 1; fo, 22) = 0. | (16) 
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Aus der letzten Gleichung läßt sich keine Aussage über die Winkel zwischen diesen 


Vektoren gewinnen, da die Vektoren einer Normalbasis nicht von der gleichen: Art ° 


sind. u: 
Umgekehrt zeigt man leicht, daß je zwei Vektoren x,, x,« V, für die die Glei- 
chungen (16) gelten, eine Normalbasis für die quadratische Form go bilden. 


Es sei V’'?? ein weiterer zweidimensionaler pseudo-euklidischer Vektorraum mit 


der indefiniten quadratischen Form g, und der zugehörigen symmetrischen Bilinear- 
form fo. Ist 8 = {x}, x3} eine Normalbasis von V’'?’ in bezug auf die quadratische: . 


Form 90, ® = {x,, x2} eine Normalbasis von V‘?? in bezug auf die quadratische 
Form g, undx = £&,x, + &2%,, so wird durch 
= Ik = &x + 63% 


eine Abbildung I von V(? auf V’ definiert. Wie im Fall. des euklidischen _Vektor- 
raumes überzeugt man ‚sich, daß / ein Isomorphismus des pseudo-euklidischen Vek- 
torraumes V® auf den pseudo-euklidischen Vektorraum V'2 ist. Überdies gilt für 
je zwei Vektoren x, yeV'. 


Sexy) = fo). | | Ä an 


Den Isomorphismus7, für den die Gleichung (17) gilt, nennt man einen isometrischen 
 Isomorphismus oder eine Isometrie, und die peeudo -euklidischen Vektorräume v2 
und V’(? heißen isometrisch isomorph. Ä 


"Wir haben den folgenden Satz bewiesen: 


V. Zwei zweidimensionale pseudo-euklidische Vektorräume sind isometrisch iso- 
morph. a N 


Dieser Satz berechtigt uns, von dem (bis auf Isometrie eindeutig bestimmten) zweidimensionalen 
pseudo-euklidischen Vektorraum zu sprechen. 


Die isometrischen linearen Operatoren eines zweidimensionalen pseudo- uklidsehen 


Vektorraumes V“) lassen sich wie folgt charakterisieren: 


v1. Ein isometrischer linearer Operator Ace s/( ya, Bilder eine Normalbasis von 
Y“) für die quadratische Form q, auf eine Normalbasis von V'?? für diese quadratische 
Form ab. Ist A & s/(V‘2) ein linearer Operator, der eine Normalbasis von V“? für die 


quadratische Form gu wieder auf eine Normalbasis für diese ‚quadratische Form ab- . 


bildet, so ist A isometrisch. 
Ist 8 = {x,, x,} eine Normalbasis von V” für die quadratische Form .:go und A 
ein isometrischer linearer Operator, so ist 


cosh 9 sinh p 


_ ya: 
sinh @ cosh @ = 


8,4) = AD = 


coshp -sinh o|| 
sinn 9 —cosh 9 
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oder (18) 


_ ga») _ ||>cosh 9 sinh @ ge) _ ||eoshp -sinh 9 
Nr -sinh 9 cosh @ ee ae -sinh @ —cosh p||' 


Dabei ist 9 einer der beiden Winkel zwischen x, und Ax, bzw. zwischen x, und — Ax,. 
Ist 8 = {xı,x2} eine Normalbasis von V‘? für die quadratische Form go und 
9(-0 <Q@< +00) ein gegebener Winkel, so ist der durch die Matrix 


_ |jeosh 9 sinh coshp -sinh @ 


a) vD_ 
_ sinh 9 cosh @ Be sinn 9 —cosh p|| | 
oder : j Sr (18) 
4» — —cosh 9 sinh @ oe —coshp -sinh @ | 
= [|>sinh 9 cosh p * > sinh 9 -cosh p 


bestimmte lineare Operator A e s{(V“??) isometrisch. 
Zum Beweis sei A e s/(V“??) ein isometrischer Operator, dann gilt 


g0(Ax,) = fo(Axı, Ax,) = folX,,xı) = 9081) =1, 
go(Axz) = fo(Axz, Ax;) os: x%) = 9) = -1; 
FolAxı ‚Ax,) = folXı, X) = 


und folglich ist Amer {Ax,, Ax,} eine e Normilbenis von vo für die quadratische 
Form go- 


Ist AB = {Ax,, Ax,} eine Normalbasis von V‘2 für die quadratische Form go. 
und sind x = &%, + 2x2, 9 = NıXı + 2%, beliebige Vektoren aus V, so gilt 
FolAx, Ay) = JolEıArı + &2AR,, MAX + AR) = &ı m -& N, 
und es ist j 
FA, Ay) = So y)- 


Der Operator A ist also isometrisch, und die ersten beiden Behatptungen von Satz VI 
sind bewiesen. 
Es sei nun A isometrisch und 
. Ax|ı = Aııdkı + 1X, AX, = (&ı3Xı + &z2X2. 
Ist 8 = {x,, x} eine Normalbasis von Y'? für die quadratische Form 90, so gilt 
FolARı x) = Jo&ı8ı + 821%2, 8) = O1" go(@&ı) + &21 "folk2, X) = Oi 


Da g0(Ax,) = 1 > 0 ist, kann Ax, nur ein Vektor erster oder zweiter Art sein. Ist 
Ax, ein Vektor erster Art, so gilt 


FolAxı, x) =’ g0(4x3) ' V/golxı) -cosh g = cosh p. 
Ist Ax, ein Vektor zweiter Art, so ist —- Ax, ein Vektor erster Art und 
So(4x;, x) = fo(-Ax;, x,) = —-cosh o. 
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Es ist also 
&, =coshe oder a,ı =.-cosh@, 


je nachdem, ob Ax, ein Vektor erster oder zweiter Art ist. Dabei bezeichnet 9 einen 
der Winkel zwischen x, und Ax, bzw. zwischen x, und —Ax,.. Da nun ferner 
go(Ax,) = afı — a, = 1 ist, setzen wir 


&ı = sinh® oder a; = -sinh ®, 


je nachdem, ob &,, = cosh @ oder a,, = —cosh g ist. Damit ist der Winkel 9 ein- 
deutig bestimmt. Ist Ax, ein Vektor erster Art und a,, > 0,soiste = x, [x,, Axı]; 
ist &ı < 0, soistp = X, [xrı, Axı]. Ist Ar, ein Vektor zweiter Art und o,, > 0, 
so ist = X,|[x,, -—Axı], und ist a, < 0, so ist = X, [xı, —Ax,]. Aus der 
‚ Gleichung fo(Ax, , Axz) = a1 '&ı2 — &yı "%&22 = 0 folgt 


und da ferner gu(Ax,) = a12 — &22 = —1 ist, ergibt sich 


&a=sinhgp, &,=coshe oder &2 = -sinhy, & = -cosho. 


Ist &, = O und a 1, so ist 9 = x [xı, Axı] = 0, und die Matrix 4%? ist die 


Einheitsmatrix, während A“ gleich 


10 
a)_ . 

E- N ] ' \ (12) 
ist. Ist #3, = Ounda,, = -1,soistp>= x [xı, -Axı] = 0, und die Matrix 4” 
‚ist gleich R 

-10 z 
2) __ 
zo |! | (19) 


während A die negative Einheitsmattrix ist. 
Es sei schließlich A der durch 


Ax, = tcosh ex, + sinh 9x, Ax, = +sinh ex, + cosh px; 
bzw. : 
Ax, = +tcosh px, + sinhoxr,, Ax, = Fsinh px, F cosh px, 


definierte lineare Operator. Dann ist 
g0(Ax,) = cosh? g - sinh?9=1, g0(Ax;) = sinh? 9 — cosh? 9 = —1, 
fo(Axı, Ax,) = cosh p- sinh’p — sinh g- cosh p = 0, = 


und aus der bereits bewiesenen zweiten Aussage von Salz, VI folgt, daß A ein iso- 
metrischer Operator ist. 
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” 


ee AD, a», AP, 42 die in (18) Seen Matrizen, so gelten die 
Gleichungen 


AD=EANHEN, WORAN NEN AP a. ED. E®, 
Ferner ist 
det [4% = det [4%] = cosh? 9 — sinn? 9 = 1, 
det JA] = det [A| = sinh?  - cosh’ og = -1. 


Ist Ae./(V 2) ein isometrischer linearer Operator, der die Art der Vektoren un- 
geändert läßt und dessen Determinante gleich 1 ist, so heißt A eine hyperbolische 
Drehung des pseudo-euklidischen Vektorraumes V“?’. In diesem Fall gilt 


DA = AD. 


Ist EÜ der durch EÜ? definierte isometrische Operator, so nennen wir EU die 
Spiegelung am Vektor x,. 

Ist E®? der durch E“ definierte isometrische Operator, so nennen wir E die 
Spiegelung am Vektor x,. - 


Ist A ein isometrischer linearer Operator, so gilt 


A=A, oder A=A4E® oder A=A,E® oder A= A,EDE?, 


wobei A’, eine hyperbolische Drehung bezeichnet. 

Ein isometrischer Operator A des zweidimensionalen pseudo-euklidischen Raumes, 
für den det 4 = 1 gilt, läßt sich durch eine hyperbolische Drehung oder durch eine 
Spiegelung an zwei Vektoren einer Normalbasis für die quadratische Form g, und - 
eine: nachfolgende hyperbolische Drehung beschreiben. Ist dt A = —1, so erhält 
man den isometrischen Operator A durch eine Spiegelung an einem Vektor einer 

- Normalbasis für die quadratische Form g, und eine darauffolgende hyperbolische 
Drehung. 
Man beweist leicht folßendk Aussagen: 


VII. Die isometrischen linearen ‚Operatören des zweidimensionalen pseudo-eukli- 
dischen Vektorraumes bilden eine Gruppe %,,, in bezug auf die für lineare Operatoren - 
erklärte Multiplikation. 

Die isometrischen linearen. Operatoren des zweidimensionalen pseudo-euklidischen 
Vektor raumes, deren ‚Determinante gleich 1 ist, bilden eine Gruppe &. ı in bezug auf 
die für lineare Operatoren erklärte Multiplikation. 

Die hyperbolischen Drehungen des zweidimensionalen pseudo-euklidischen Raumes 
bilden eine Gruppe \, , in bezug auf die für lineare Operatoren erklärte Multiplikation. 

. Die Matrizen der Form (18) bilden eine Gruppe bezüglich der Matrizenmultiplikation. 


£ 


% 
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Die Matrizen der Form A“? oder er bilden eine Gruppe BREUER der Matrizen- 
- multiplikation. 
Die Matrizen der Form A\}? bilden eine Gruppe bezüglich der Matrizenmultiplikation. 


Der zweidimensionale pseudo-euklidische. Vektorraum und die oben betrachteten. isometrischen 
Operatoren spielen in der Relativitätstheorie eine Rolle, wenn man zwei räumliche Koordinaten des 
vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuums ungeändert läßt. Man setzt dann &,.= e-t, wobei c als 
Lichtgeschwindigkeit und 7 als Zeitkoordinate interpretiert wird, und‘ betrachtet&, =& ar die variable 


dritte Raumkoordinate. 

Die Vektoren erster und zweiter Art nennt man zeitartige Vektoren, die Vektoren dritter und vierter 
Art heißen raumartig. Die physikalisch sinnvollen linearen Operatoren sind die hyperbolischen 
Drehungen der Gruppe I, ı; die die Art der betrachteten Vektoren ungeändert lassen. Wir wollen 
für diese Drehungen eine andere Darstellung ableiten, die in der Physik verwendet wird. 

Es sei A eine hyperbolische Drehung und 


yı = Axı = a8 Fitz, 92 = An -anmr &22X2- 
Dann ist p, ein Vektor erster Art, und wir setzen _ 
>. mc Amen . RE « (20) 


da ı1 die erste Koordinate des Vektors Axı ist, die wir als c-faches der Zeitkoordinate interpretiert 
haben, während die zweite Koordinate &,, als Raumkoordinate zu interpretieren ist. 
Aus den Gleichungen . 


ode - el ny)E- = 1. 
Wi, Y2) = Ay, '&42 = Az A = [0] 


erhalten wir 


S 2. &2ı 
&ı = a2 = mit de — — . 
yı — 62 %r2. -Sıı 


- Da für eine hyperbolische Drehung « i1 und &2> positiv sind, müssen wir die positive Wurzel wählen. 


\ 


3 
Berücksichtigen wir. die Gleichungen 2 und interpretieren den Quotienten Ay al Ge 


ai so erhalten wir . fo 
: v 
4 41 c u i 
Au, MT u . 
r e v / v2 , 
| IT er de ; a 
Be | 2.01) 
\ ” 
= a 


Ist x.e V® ein beliebiger. Vektor und bezeichnen &, , &2 und 7 ,.72 seine Koordinaten in bezug auf‘ 
die Normalbasis ®, = {xı, x2} bzw. 8 = {yı, y2} für die quadratische Form go, so gilt 

&=ı m thı2 Na 82 = Ozı N + a2 N2- 
Setzen wir 


‘ 


Act, m=cH; =8.m= E 
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und berücksichtigen die Gleichungen (21), so erhalten wir die Transformationsgleichungen der 
Koordinaten 


2) 


Die durch diese Gleichungen gegebene Transformation wird in der Relativitätstheorie zweidimensio- 
nale Lorentztransformation genannt. es 
Die Gruppe %;,ı heißt die zweidimensionale vollständige Lorentzgruppe. 
‘Die Gruppe %., heißt die zweidimensionale allgemeine Lorentzgruppe. 
Die Gruppe 1;,, heißt die zweidimensionale MDeHeNE, Lorentzgruppe. „ 


4. AUFGABEN 


1. Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung für das Auftreten des Gleichheits- 
zeichens in der Dreiecksungleichung an. 

2. Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung für das Auftreten des Gleichheits- 
zeichens in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung an. 

3. Man beweise die Sätze III und VII. 

4. Sind V® und V’@ zweidimensionale euklidische Vekkoiaune und J,, I, isometrische Iso- 
morphismen von Y® auf V'®, so gibt es einen isometrischen Operator Ue /(V ®), so daß 


L=IU, 
und einen isometrischen Operator U’ € s/( v'2), sodaß 
h=UN 


ist. 


$16. DER n-DIMENSIONALE 
BUKLIDISCHE VEKTORRAUM 


1. EINLEITUNG 


In diesem und den folgenden Paragraphen wird die Struktur eines n-dimensionalen 
euklidischen Vektorraumes untersucht. Als Vorbild dienen die Überlegungen des 
$ 15, die den zweidimensionalen euklidischen Vektorraum betreffen. Die auf einem 
_ euklidischen Vektorraum ausgezeichnete positiv definite quadratische Form gestattet 
auch im allgemeinen Fall die Definition der Norm oder Länge eines Vektors sowie 
zweier Winkel zwischen zwei Vektoren. Im folgenden Paragraphen wird darüber hin- 
aus das Volumen des von m Vektoren eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes 
bestimmten Parallelepipeds definiert. Die genannten Begriffe sind typisch für die Theo- 
rie der euklidischen Vektorräume, da sie erst durch die Auszeichnung einer positiv 
definiten quadratischen Form definierbar werden. Die ausgezeichnete quadratische 
' Furm wird auch metrische Fundamentalform des euklidischen Vektorraumes genannt. 
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2.SKALARPRODUKT UND NORM; - 
DIE DREIECKSUNGLEICHUNG; DIE CAUCHY-SCHWARZSCHE 
UNGLEICHUNG; ORTHOGONALITÄT 


Es sei: V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, g, die auf V ausgezeichnete 
positiv definite quadratische Form und f, die zugehörige symmetrische Bilinearform. 
Wie im Fall eines zweidimensionalen euklidischen Vektorraumes bezeichnen wir die 
Bilinearform f, mit runden Klammern: - 


EN ZEN re .® 
und nennen den Wert (x, y) das Skalarprodukt oder das innere Produkt der Vektoren 


x,yeV. Wir erinnern an die Symmetrie und Bilinearität der Form /,, die wir als 
Eigenschaften des Skalarproduktes zweier Vektoren wie folgt formulieren: 


1. Für je zwei Vektoren x, y eV gilt 
BI=R. | Ä 
2. Für je zwei Vektoren x,y eV und jede reelle Zahl & e R gilt 
(x, ay) = (ax, y)= a (x, y). 
3. Für je drei Vektoren x, y,,y,e Vund x,,x,, ye V gilt 
at) RN) + Ey), At N = aM +as N. 


Für jeden Vektor xe V ist gu(x) = fol, x) = (x, x), und da die Form go als positiv 
definit vorausgesetzt ist, erhalten wir eine weitere Eigenschaft des Skalarproduktes: 


4. Für jeden Vektor ve V gilt 
&x%)20, 
und ist (x, x) = 0, so ist x = 0 der Nullvektor. 

Die Norm oder Länge eines Vektors x e V definieren wir durch. die Gleichung 

Ixil = ı/@ 0 ® 

Def. 
und beweisen die folgenden Eigenschaften der Norm: 
a) |x| > 0, und aus |x| = O folgt x = 0; 


| b)lax| = lel- Ixl, wobei |x| den gewöhnlichen Betrag der reellen Zahl & 
bezeichnet; 


)r+yisiei+ll. 


1) Der Leser überzeuge sich, daß die Ausführungen von Nr. 2 auch für unendlichdimensionale 
Vektorräume, auf denen eine positiv definite quadratische Form ausgezeichnet ist, gelten. 
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Die Aussagen a) und b) ergeben sich unmittelbar aus den Eigenschaften 4 und 2 des 
Skalarproduktes, und es bleibt nur die Dreiecksungleichung c) zu beweisen. Die Drei- 
ecksungleichung läßt sich wie im Fall des zweidimensionalen euklidischen Vektor- 
raumes aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgern. (Der Leser überzeuge sich, 
daß bei der Ableitung der Dreiecksungleichung aus der Cauchy-Schwarzschen Un- 
gleichung in 815, Nr. 2 die Dimension des betrachteten euklidischen Vektorraumes 
nicht berücksichtigt wurde). 

Wir beweisen die Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ und bemerken zunächst: 

Ein Vektor xe V heißt normiert, wenn |x| = 1 ist. Ist xeV ein beliebiger vom 


x 
Nullvektor verschiedener Vektor, so ist x, = ar ein normierter Vektor. Nach b) 
x 


gilt nämlich = —|x] =1. 


ri 


x 
Es seien v und y2 zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren aus Y,undx, = ie’ 
x 


yı = E seien die zugehörigen normierten Vektoren. Dann ist 
y 5 


OS (Hr - 9; -Jı) = (X, x) + 91:91) - 2°@&1,Yı)> 
und da (x,, x) = |xı}? = 1 = |yıl? = 1, yı) ist, ergibt sich nach Division durch 2 
(x Ei yı) Ss z 1. 
Multiplizieren wir diese Ungleichung mit der positiven reellen Zahl ixl- Ir und be- 
rücksichtigen die chuneen x=|x|x,,y = |ylyı, so ‚erhalten wir 
&y)=s Il Ip. 
“ Diese Ungleichung ist offenbar auch dann richtig, wenn x oder y der Nullvektor ist. 
Ersetzen wir x durch —x, so folgt 
—-(x,y) s x: IPl; j 
und damit ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 
&»lsirlIyl 3) 
bewiesen. =. 


. Sind die Vektoren x und y vom Nullvektor verschieden, so ist Iel° Iyl # 0, und 
wir erhalten die Ungleichung 


N | 28) 
Ix1Iyl ; 


Diese ermöglicht die Definition von Winkeln @ durch 


. Def: er. [x xl-]pl' ee 
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Nehmen wir an, daß 0 s op < 27 ist, so bestimmt die Gleichung (4) zwei Winkel p 
und 9, zwischen den vom Nullvektor verschiedenen Vektoren x und y, die sich zu 
2n ergänzen. Wir schreiben 


91 = xKı 8 yl, = %ılsyl; Pi + 92 = 20 
und wählen den Winkel 9, so, daß 0< 9, Srist. Den Cosinussatz 
Ix — yl? = 1x1? + Ip]? —.2:|x]: Iyl-cospı u © 


. beweist man wie in $ 15, Nr. 2. 
Zwei Vektoren x, ye V, für die 


(xy) =0 


ist, werden zueinander orthogonale Vektoren genamnt. 


Wir machen den Leser darauf aufmerksam, daß der Nulivektor o zu jedem Vektorxe V ortho- 
gonal ist. Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren x, ye Y sind nach (4) dann und nur dann 


6 
. orthogonal, wenn <,[x, y] = 3 ist. 


3.ORTHONORMALBASEN; DAS E. SCHMIDTS CHE 
ORTHOGONALISIERUNGSVERFAHREN 


Es sei ®, = {x,, ..., x,} eine Normalbasis für die auf dem n-dimensionalen eukli- 
dischen Vektorraum V ausgezeichnete quadratische Form. Dann gilt 


(x; x) = Ö,; (ij = 1, ..., n), s Ba s (6) 


wobei ö,, das Kronecker-Symbol bezeichnet. Die Gleichungen (6) lassen sich auch 
in der Form 


“l=1l, @,x)=0 (#5ijel,...,n (6°) 


? 


schreiben. 
Eine Normalbasis B., für die Hlkoetechhete quadratische Form besteht aus n nor- 

.mierten, paarweise orthogonalen Vektoren von V. 

Wir nennen eine solche Basis eine Orthonormalbasis des euklidischen Vektorraumes 

V und beweisen, daß je n‘normierte, paarweise orthogonale Vektoren aus V eine 

Orthonormalbasis bilden. Es genügt zu zeigen: 


1. Je m paarweise orthogonale, vom Nullvektor verschiedene Vektoren sind linear 
unabhängig. 
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Es seien y,, ..., ym paarweise orthogonale, vom Nullvektor verschiedene Vektoren, 
-undes seia,yı + "- + 8m = 0. Dann ist für sis m 


0= (0, y:) = (aıyı Fr SAmYms y) 
= 0,9) + + yo) tr ton Im I) Es: 


und Satz I ist bewiesen. 

Istn = dim V und sind die Vektoren y,, ..., 7, normiert und paarweise orthogonal, 
so sind sie vom Nullvektor verschieden und folglich linear unabhängig. Die Vek- 
toren yı, ---, Yu bilden also eine Basis ® von V, und da sie orthogonal und normiert 
sind, gilt für x = &yı + "+69 


(x) a 92 0,90 Erd = 2 5 Gerärh= = & 


und ® ist eine Normalbasis für die gegebene quadratische Form oder eine Ortho- 
normalbasis des euklidischen Vektorraumes V. ; 
Zusammenfassend formulieren wir den Satz 


II. In einem euklidischen Vektorraum der Dimension n gibt es n paarweise orthogonale 
vom Nullvektor verschiedene Vektoren. Je n normierte, paarweise orthogonale Vektoren 
von V bilden eine Orthonormalbasis. Sind n + 1 Vektoren von V paarweise orthogonal, 
so ist einer der Nullvektor. 


Wir wollen nun ein Verfahren kennenlernen, mit dessen Hilfe wir aus einer ge- 
gebenen Basis eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes eine Orthonormal- 
basir gewinnen können. Es handelt sich dabei um das ee E. SChaRAnORe 
Orthogonalisierungsverfahren. 

Es sei 8, = {yı, ..., y„} eine beliebige Basis von V. Da y, + 0 ist, können wir y, 
‚normieren und erhalten 


Yı 


Es gilt Zu | j 
xıl=!]1; Le) = Kyı))- 


Wir setzen z, = ya + &,ıX, ünd wählen «,, so, daß 


x, = 


(22, X) = (Y2, Xı) + &ı = 0 


ist. Dann ist z, ein zu x, orthogonaler vom Nullvektor verschiedener Vektor. Wäre 
z, = 0, so wäre y, eL({x,}), und da L({x,}) = L({y,}) ist, wären die Vektoren y, 
und y, linear abhängig. Wir normieren den Vektor z, und erhalten 
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Es gilt 
aıl=Ienl=1, @&,2)=0; Ua, x2})) = ya Ya): 


Wir setzen z3 = 3 + &sıXı + &32%, und wählen &3, und &;, so, daß 
(23, X) = (93; )t09ı1=0 
(23, X2) = (3, X2) + &32 = 0 


ist. Dann ist z, ein zu den Vektoren x,, x, orthogonaler, vom Nullvektor verschie- 
dener Vektor. Wärez, = 0,sowäreys e L({x;, x,}), und da L({x, , x2}) = U{y1, y2}) 
ist, wären die Vektoren y,, y2,.y; linear abhängig. Wir normieren den Vektor z; 
und erhalten i - 

en 


lz3l 
Es gilt 


Ial-Ixl =|s3|=1, (&,%) = (&,%) = (2, X) = 0; 
L({x 1, &%2, %3}) = L({yi; 2» Y3))- 


_ Dieses Verfahren läßt sich fortsetzen. Wir nehmen an, daß die Vektoren x%; en 
(k < n) aus den Vektoren y,, ..., y, durch das beschriebene Orthogonalisierungs- 
. verfahren hervorgegangen sind. Dann gilt 


x|l=|1, (x,,%) = 0 (+ j5;ij=1..,K) 


und _ 
Liix;, ’ 2 x%%) Ze U{yi Srens Y})- 
Wir setzen . 
Zerı = NIarı Fr 1,18% Ft Or 2,0 
und wählen & +1,15 ---> &k+ı,x SO, daß i 


(+1, X) = (Hrn Kı) + Rs ı = 0, 


(+1) = (Yrrıs) + rrı = 0 


ist. Dann ist z,,, ein zu den Vektoren x;, ..., x, orthogonaler, vom Nullvektor 
verschiedener Vektor. Wäre z,,ı = 0, so wäre Yu, eL({xı,..., x), und da 
L({x1 5 ..., 9) = L({Yı; ---, yu}) ist, wären die Vektoren y;, ..., Yu, Yı+ ı linear ab- 
hängig. Den Vektor z,,. können wir normieren und erhalten 


ZE+r 

[xx 1l 

Ix;l =1, (x, x) Zu 0 (i # Jj;1,J, = l,.,k+ »), 
Uix, 2, X) = Liy:» BE e 


16 Boseck 


+1 = 


Es gilt 
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Das E. Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren bricht nach n Schritten ab und 
ergibt n normierte, paarweise orthogonale Vektoren von V, also eine Orthonormal- 
basis Bd, = {x ee 


1°. Betrachten wir.den linearen Vektorraum ‚R” der n-tupel reeller Zahlen x = (£,, -.., &,) und 
, zeichnen die positiv definite quadratische Form 
40%) = & BE .+& 


aus, so wird R” zu einem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum. Das Skalarprodukt zweier 
Vektoren x = Es, EI = Mi; m) € R" wird durch die Gleichung 


N = Er NH rt 6nN 
gegeben. Für die Norm des Vektoörs x = (&,, .-., &,) gilt 
x] = WEr-+E. 
Die kanonische Basis. 
eı = (1,0, ..,0), & = (0,1, ...,0), ...,&n = (0,0, ..., 1) 
ne: linearen Vektorraumes R* ist offenbar eine Orthonormalbasis ds euklidischen Vektorraumes R". 


20, Es sei R? der euklidische Vektorraum der Tripel x = (&ı, &2, £3).reeller Zahlen (vgl. 1°). 
Wir betrachten die Basis ®, = {yı, 2, 93}: 


n=(,1,0, »=(,0,0), er 19) 
und wollen diese Basis orthogonalisieren. : 


Es ist 
lyıl = 0,30 = 2 


und wir setzen 


Es sei aa 
\ zz, =y2 +ox 
mit 
1 
“= —()2, —, 
2 
d.h. 
( 1 
= 2’ 2’ ) 
Dann ist 
Iz2| = Ver Pr = S/6 
und 


( 1 1 2 ) = 
2-1, -——, —). 

ie le le : 
Es ist |x,| = [x2| = 1, (&1, x2) = 0. Wir setzen 


3=y+tPßuı ty 
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mit 
BED ee 
=; Hy) U y=7W32, 12) 07T 
= j Y2 . 7 r 


und erhalten 


-( 2 2 :) 

23 = 3’ 3’3 ® 

: nu 

Izal= Ya 2) = 5/3 , 


u-(-4 4) E 
ZEN RG 


Die Vektoren x; x, x; bilden eine Orthonormalbasis von R°®, denn es ist 


Es ist 


und 


ul= el I21=1, 1,8%) = 1,83) = @2,29)= 0. 


4. ORTHONORMALSYSTEME; BESSELSCHE UNSERICHUNF 
UND PARSEVALSCHE GLEICHUNG 


. Es sei V wieder ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Wir betrachten einen 
linearen Teilraum W des linearen Vektorraumes V. Die auf V ausgezeichnete positiv 


definite quadratische Form ist auch eine positiv definite quadratische Form auf W. 


Den Teilraum W fassen wir als euklidischen Vektorraum mit dieser ausgezeichneten 
quadratischen Form auf und nennen ihn einen euklidischen Teilraum des euklidischen 
Vektorraumes V. Das Skalarprodukt zweier Vektoren x, y e W ist gleich dem Skalar- 
produkt dieser Vektoren, wenn man sie als Vektoren von V auffaßt. Das Skalar- 
produkt der Vektoren aus W bezeichnen wir ebenfalls mit (x, y). 

Ist 8 = {y15 ..., Im} (m < n) eine beliebige Basis des euklidischen Teilraumes 
 W, so läßt sie sich nach $4, Nr. 4, Satz VIII zu einer Basis ® = {yı, ..., yn} des 
ganzen Vektorraumes V ergänzen. Wenden wir auf diese Basis das E. Schmidtsche 
Orthogonalisierungsverfahren an, so erhalten wir nach m Schritten eine Orthonormal- 
"basis 86? = fx, ..., x} von W, denn es ist 


Lix:; en “> %}) u Li»; . 4 Im}) — 


Setzen wir das Verfahren fort, so ergibt sich nach n Schritten eine Orthonormal- 


basis B, = ft, ...,x,} von V. 


IH. Ist W ein euklidischer Teilraum des euklidischen Vektorraumes V, so läßt sich: - 


jede Orthonormalbasis von W zu einer Orthonormalbasis von V ergänzen. 


Sind x, ..., x, normierte, paarweise orthogonale Vektoren aus V, so spannen 
diese Vektoren nach Satz I einen m-dimensionalen euklidischen Team 
VW = ix, ag Kar) auf, in dem sie eine Orthonormalbasis bilden. 


.16* 
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Ein m-tupel {x,, ..., x„} von ‚normierten, paarweise orthogonalen Vektoren eines 
euklidischen Vektorraumes heißt ein Orthonormalsystem. Ein Orthonormalsystem 
heißt vollständig, wenn m = n, d.h. {x,, ..., x„} eine Orthonormalbasis von P ist. 
Satz III können wir dann wie let formulieren: 


IV. Jedes Orthonormalsystem eines euklidischen Vektorraumes läßt sich zu einem 
vollständigen Orthonormalsysiem ergänzen. 


Es sei {xı, ..., 2%} (m < n) ein Orthonormalsystem und {x,, ..., x,} ein ergänztes 
vollständiges Orthonormalsystem von Y. Ferner sei xe V ein beliebiger Vektor und 
x=&x% ++ &0%. Da {x ..., x,} eine Orthonormalbasis ist, gilt 


=). ; M 
i=1 R 
Für die Koordinaten &, Ü = 1, ...,n) des Vektors x in bezug auf die Orthonormal- 
basis {x,, ..., x.} ergibt sich - 
= (8). (8) 


Es ist nämlich 

&, x,) = 2 EX, x) = y &; 3 (x;, x)= y Erröy =E.. 

\ J=1 J=1l J=1 

Setzen wir (8) in (7) ein, so erhalten wir 

(&,x) = 2 (x, x,)?. | u (7) 
Für das Orthonormalsystem {x -.., X} gilt dann offenbar die Ungleichung 

92) 0), | (©) 

= i=1 . 


die man Besselsche Ungleichung nennt. Die Gleichung (7’) wird Parsevalsche Glei- 
chung genannt. 


IV. Ist {x,, ...,x.} ein Orthonormalsystem des euklidischen Vektorraumes V und 
xeVein BIENEN. Vektor, so gilt die Besselsche ARISICheNE 


(x x)2 $ 62 x“). 9 


Das Orthoriormalsystem be 2.5 X} Ist dann und nur dann vollständig, wenn die 
Parsevalsche Gleichung gilt. 


Ist das Orthonormalsystem {x,, ..., x„} nicht vollständig, so gibt es wenigstens 
einen zu den Vektoren x,, ..., x, orthogonalen, vom Nullvektor verschiedenen Vek- 
tor xe V. Für diesen Vektor eilt x) FO und (x,x,)=0füri=|,...,m,d.h, 
für diesen Vektor ist die Parsevalsche Gleichung nicht erfüllt. 
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5.ISOMETRIEN; DIE STRUKTUR n-DIMENSIONALER 
EUKLIDISCHER VEKTORRÄUME 


Es seien Y und V’ zwei n-dimensionale euklidische Vektorräume. Das Skalarprodukt 
der Vektoren x’, y’ eV’ bezeichnen wir mit (x’, y'); es sei ®, = [x,, ..., x,} eine 
Orthonormalbasis von V und ®, = {x}, ..., x,} eine Orthonormalbasis von V’. Ist 
x=£&,x%ı +. + &,x, ein Vektor aus V, so definieren wir eine Abbildung / von V 
in V’ durch 


Ix = dx He + 


Dal, =x;(i=1, ..., n) ist, bildet Z eine Basis von V auf eine Basis von Y’ ab und 
ist folglich ein abmarphientns des linearen Vektorraumes Y auf den linearen Vektor- 
raum V’. Überdies gilt für je zwei Vektoren x, yeV 
 dIy)=@)). - (10) 
Ist x = &,x%ı + + &u%.; so folgt aus der Definition der. Abbildung 7 die Gleichung 
&=(,x)= (da,x) (i=l,..,n) Füry=naı + +8. ergibt sich entsprechend 


71 = (9, x) = (Iy, x;), und. aus der Gleichung (x,y) = ), &, ‘7, folgt als Verallge- 
_ meinerung der Parsevalschen Gleichung a 


\ a 


Berechnen wir nun (Zx, Iy), so erhalten wir 
119) = 3 ds) dm) =) am) 0.2) = 9» 


und die Gleichung (10) ist bewiesen. 
Eine lineare Abbildung A e £(V, V”) heißt isometrisch, wenn für je zwei Vektoren 
x,yeV 
(Az, Ay).= @, » (10) 


gilt, Ein isometrischer Isomorphismus heißt eine Isometrie. 

Wir haben bewiesen: Die durch Ix = Ex +" + Ex definierte Abbildung von V 
auf V’ ist eine Isometrie. 

Es gilt allgemein: 


:V, Jede isometrische lineare Abbildung A e sS(V, V') eines neo euklidi- 
"schen Vektorraumes V in einen n-dimensionalen euklidischen Vektorraum V' ist eine 
Isometrie. 


Es sei Ae s/(V, V’) eine isometrische lineare Abbildung und ®, = {x,, ..., Xn} 
eine Orthonormalbasis von V. Dann gilt (Ax,, Ax,) = (x, x) =, @Wj=1];...n), 
wobei ö,, das Kronecker-Symbol bezeichnet, und AB, = {Ax,, ..., Ax„} ist eine 
Orthonormalbasis von V’. Folglich ist A ein Isomorphismus. 
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Ist A ein isometrischer Isomorphismus von V auf V’, so ist 4”! ein Isomorphismus 


‚von V’ auf V, und aus (Ax, Ay) = (x, y) folgt 


(x,9) = (Ar), Ay) = (Ar, Ay). 


Die Abbildung A”! ist eine Isometrie von V' auf V. 

Zwei euklidische Vektorräume Y und V’, zwischen denen eine Isometrie 
Aes/V, V’) existiert, heißen isometrisch isomorph. 

Wir haben bewiesen: 


VI. Zwei n-dimensionale euklidische Vektorräume sind isometrisch isomorph. 


Dieser Satz ‚berechtigt uns, von dem (bis auf Isometrie eindeutig bestimmten) »-dimensionalen 
euklidischen Vektorraum zu sprechen. Damit ist auch die Überschrift zu diesem Paragraphen ge- 
rechtfertigt. 


6. AUFGABEN 


1. Sind Ed, bzw. dr die n-dimensionalen 1 Vektorräume der Zeilen- bzw. Spaltenmatrizen und 
zeichnen wir die durch. 
KH, GOTHA TE 
für j j 
1 a 
EL. 


n 


x= l&ı, . El € L, bzw. X = 


definierten quadratischen Formen auf A, bzw: EA aus, so werden 4, und LS, n-dimensionale euklidi- 
sche Vektorräume. Wie lauten die Formeln zur Berechnung des Skalarproduktes zweier Zeilen- bzw. 
Spaltenmatrizen? Wie läßt sich die Norm einer Zeilen- bzw. Spaltenmatrix und wie der. Winkel 
zwischen zwei Zeilen- bzw. Spaltenmatrizen berechnen? Man bestimme zwei verschiedene Ortho- 


normalbasen in 4, bzw. Ed, „. Die in $9, Nr. 5, 4° und 5° erklärten Abbildungen ® und © sind Iso- 
metrien von .S,„ bzw. %/, auf R". 

2. Man überlege sich, daß analog dem Vorbild des Vektorraumes %® der Translationen der Ebene 
auch der Vektorraum ®’ der Translationen des Raumes ein euklidischer Vektorraum wird. 


3.* Es sei P,„ der n-dimensionale Vektorraum der Polynome p(?) in einer Unbestimmten 7. Durch 
1 i : 
g0(p) = [_,p*e) dt 


wird auf P, eine positiv definite quadratische Form 90 definiert. Der Vektorraum P, ist ein n-dimen- 
sionaler euklidischer Vektorraum. ‘Wendet man auf die Basis 1, 2, ..., t"-! von P,„ das Orthogonali- 
sierungsverfahren an, so erhält man die Polynome 


1. . 
Pt) = } + m) 0=0,.,n—-1), 
und die Polynome P,(t).sind die Legendreschen Polynome: 
5 1 Dar 1 
-P)=1, Pl)=t, PO= 70 -1), Pe )=36r 31), , 


O+ DRK =&@+DIPRO-HBe) @=1..n- 2). 
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4. Unter welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen steht in der Cauchy-Schwarzschen 
Ungleichung das Gleichheitszeichen? 


5. Man überlege sich, daß die Parsevalsche Gleichung eine Verallgemeinerung des Satzes von 
PyrHaAGoras ist. Diese Gleichung heißt daher auch der n-dimensionale Satz des PYTHAGORAS. 


6.Sind V und V’ n-dimensionale euklidische Vektorräume, so ist eine lineare Abbildung 
‚4 €./(V, V') dann und nur dann eine Isometrie, wenn A eine Orthonormalbasis von Vin eine Ortho- 
normalbasis von Y’ überführt. ; 


7.*Sind V ünd V’ n-dimensionale euklidische Vektorräume und 1, , € Z(#, V') Isometrien 
von V auf V’, so sind 4 = Iz'I, bzw. 4! = En isometrische lineare Abbildungen von V bzw. V' 
auf sich. 


8.* Die isometrische Isomorphie ist eine reflexive, ssrimeläische und transitive Relation in der 
‘ Klasse der euklidischen Vektorräume. 


$17. DIE GRAMSCHE DETERMINANTE 


1. EINLEITUNG 


In einem euklidischen Vektorraum kann man jeder endlichen Menge von Vektoren 
eine symmetrische Matrix zuordnen, die wir die Gramsche Matrix dieser Vektoren 
- nennen. Betrachtet man die Determinante als Funktion auf den Gramschen Matrizen, 


so spricht man von der Gramschen Determinante. Die Gramsche Determinante ge- 


stattet eine Reihe von Aussagen über die gegebene Menge von Vektoren. Sie ist ein 
bedeutendes Hilfsmittel für die analytische Beschreibung der Verhältnisse in euklidi- 
schen Vektorräumen. Mit ihrer Hilfe 1äßt sich die Orthogonalprojektion eines Vektors 
auf einen gegebenen Teilraum berechnen und das Volumen eines von endlich vielen 
Vektoren bestimmten Parallelepipeds definieren. Am Schluß des Paragraphen wird 


eine für die Fehlerrechnung wichtige Anwendung der vorhergehenden Überlegungen, 


die sogenannte „Methode der kleinsten Quadrate“ behändelt. 


2. GRAMSCHE MATRIZEN UND. 
DIE GRAMSCHE DETERMINANTE 


Es sei V ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und den; un. Zmy Eine Menge 


. von m Vektoren aus V. Die Skalarprodukte (zı, 2) d,i=],...,m) dieser Vektoren 
vereinigen wir. zu einer m-reihigen quadratischen Matrix 
(21; 21) (zı> 22) se (zi, Zu) 
22, 21) (22, 22) --- (225 Zu 
I, als Zu) = { 2 i) ( 2 2) ( 2 ) ; (i) 


(Zm> 21) (Em: 2) ng (Zm> Zm) 
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die wir die Gramsche Matrix der Vektoren z,, ..., Z, nennen. Aus der Symmetrie 


des Skalarproduktes (z,-, z,)) = (2, 2;.) @,i=1,...,m) folgt die Symmetrie der 
.Gramschen Matrix: 


Ta SR) zu)" — I, 5 Zm)- 


Betrachten wir die Determinante als Funktion auf den Gramschen Matrizen, so 


„sprechen wir von der Gramschen Determinante 


oz; N} Zu) _ det, I; er Zm)| . (2). 
s Def. 


Schreiben wir die Gleichung (2) in ihrer ausführlichen Form 


(21, 21) (213 22) --- (Z1> Zm) 
. G(z,, FR FR (a2, 21) (a2, 22) ... (a, Im) 


(2) 
u, 2) (ms 22) iz (Zm \ Zu) 


und berücksichtigen die Eigenschaften des Skalarproduktes und der Determinante, 
so erhalten wir zwei Eigenschaften der Gramschen Determinante: 


1. Ist rn eine Permutation der Zahlen 1,2, ..., m, so gilt 
zum + Zum) = C@ıs + > Im): 
2.IstxeRundi £i< m, so gilt 
Glz1, +, Z-1> 02;, Zee 3, is ori +++) Zu)» 


Die erste Aussage ergibt sich unmittelbar aus den Eigenschaften der Determinante. 
Wir stellen fest, daß der Wert der Gramschen Determinante nur von den m Vektoren 
Z1> +++, Zm, Nicht aber von deren Reihenfolge abhängt. 

Die zweite Aussage erhalten wir aus der Gleichung 


(21; 2,) + (215 &-1) (@, a2) (z1> 241) + (21 > Zm) 


(4-1, 21). (&-ı> 2-1) (2-18) (4-1, 241) --- (&-1> Zm) 
(2,21): ... (02%, 3-1) (0,02) (&%, 241) +-- (&2;, Zm) 
(Zir1> 21) - (+1, 4-1) ir») Airıs 241) --- (Zirı Zm)) 


(m, 21) en (Zum; 2.) (ms 2) (im zu) 2. (Zms Zm) 
(21; 2:) (21; 2-1) & "@ı> 2) (> 241) (214 Zm) 


(&-1:21) -- &-1 4-1) & (G-1> 2%) (u-1» 241) »-- (Zi-ı: Zu) 
= (2,2)..% (5, 4-1) 0° (2,2) 8 (1 41) ld, Zm)|- 
(241,21) --- (ir, 3-1) 8° (tı> 2) @ı+ı> 2141) + (Zir1> Zm) 


E (Zu 2.) . (Zm; -ı) 2, 2) (Zms 24 ı) u (Eins zo 
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Man sagt: Die Gramsche Determinante ist als Funktion von z, (i = 1, ..., m) homo- 


gen vom Grade 2. 


Mit Hilfe der Gramschen Determinante erhalten wir ein Kriterium für die lineare 
Unabhängigkeit endlich vieler Vektoren eines euklidischen Vektorraumes. 


I. Die Vektoren z,, ..., Zum des euklidischen Vektorraumes sind dann und nur dann 
linear unabhängig, wenn ihre Gramsche Determinante nicht verschwindet.. 


Den Beweis führen wir indirekt. Es sei 
Ga; -. m) =0. 


Dann sind die Zeilen der Gramschen Matrix linear abhängig, und es N m reelle 
‘Zahlen «&,, ..., &, die nicht alle gleich Null sind, so daß füri=1, 


&r (1 z) +02, 2) ++ Om (Ems z) =0 
gilt. Diese Gleichungen können wir zusammenfassen: 
at tm) =0 Ü=l,..,m). 
Multiplizieren wir die i-te Gleichung mit o, (i =1,...:, m) und addieren die m a2 
haltenen Gleichungen, so folgt 


e i 
% (0121 + 4 Onzms 2) =0 
i=1 


und hieraus 
(&ızı + + mm azı Fe + mm) =0. 


Da das Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst nur für den Nullvektor verschwin- 
det, folgt aus der letzten Gleichung die Behauptung‘ 


4 


Kızı +" + om = 0. 


Man überzeugt sich mühelos, daß umgekehrt aus der linearen Abhängigkeit der 
Vektoren 2,, ...,:2m die lineare Abhängigkeit der Zeilen ihrer Gramschen Matrix 
folgt. Dann ist aber G(z,, ..., 2m) = 0, und das.Kriterium I ist bewiesen. 


3.ORTHOGONALPROJEKTION UND LOT; BERECHNUNG VON 
ORTHOGONALPROJEKTION UND LOT 


Wir betrachten einen euklidischen Teilraum W des n-dimensionalen euklidischen 
" Vektorraumes V. Es sei ze V ein beliebiger Vektor. Wir bezeichnen einen Vektor 
z( e W als eine Orthogonalprojektion des Vektors z auf den Teilraum W, wenn es 
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einen Vektor z(? e V gibt, der zu allen Vektoren aus W orthogonal ist, so daß 
z= 2? + 2” 


gilt. Der Vektor z(® heißt ein Lot von z auf den Teilraum W. 


1°. Ist R® der dreidimensionale euklidische Vektorraum, W ein zweidimensionaler Teiltaum, so 
läßt sich der Sachverhalt folgendermaßen veranschaulichen. Wir repräsentieren alle Vektoren von R? 
durch gerichtete Strecken, die in einem festen Punkt P angetragen sind. Dann liegen die Repräsen- ' 


_> 
tanten der Vektoren aus W in einer Ebene he den Punkt P. Der Repräsentant PQ des Vektors z” 


gehört dieser Ebene an, und der Repräsentant or des Vektors z® steht auf dieser Ebene senkrecht 
(vgl. Abb. 0 


Abb. 10 


Ist W ein m-dimensionaler Teilraum von Y und bilden die Vektoren x,,. ., X 
eine Orthonormalbasis von W., so können wir diese Vektoren zu einer Orkönorinal- 
basis ®, = {x -.., %.} von Y ergänzen (vgl. $16, Nr. 4, Satz IN). Ist ze V, so gilt _ 


z= [pe 71 ns GmKm + Sm+1Xm+1t ei [a S 


Der Vektor zZ” = L,xı + + Im. gehört zum Teilraum W. Der Vektor 
zZ = "ur kmsı + + 6%. ist zu den Basisvektoren x,, ...; x,, des Teilraumes W 
orthogonal. Es ist 


9, x) ir m) + tn) Ü=h..,m), 


und da (x,, x,) = D ist für i + 5, folgt (z®,x,) = 0(i=1,...,m). 

Wir beweisen den folgenden Hilfssatz: 

Ist ein Vektor xe V zu allen Vektoren yı, ..., Ym einer beliebigen Basis des Teil- 
raumes W (die keine Orthonormalbasis zu sein braucht) orthogonal, so ist er zu allen. 
Vektoren aus W ER: 

Es seiy = nıYı + °*" + mm ein beliebiger Vektor aus W. Dann ist 


(&, y) = N 267 yı) ws + Nm' (x, Im) > 


und wenn (x,y) = 0( = 1, ...,.m) ist, folgt (x, y) = 0. 
Nach diesem Hilfssatz ist der Vektor z zu allen Vektoren aus W orthogonal, 
und nach der Definition der Vektoren z( und z® gilt 


z= zn + zD, 


$ 17. Die Gramsche Determinante 235 


Damit haben wir zu jedem Vektor ze / eine Orthogonalprojektion z von z auf 
den Teilraum W, sowie ein Lot z(? von z auf W angegeben. 

Wir wollen eine Orthogonalprojektion und ein Lot noch in anderer Weise be- 
stimmen und beweisen gleichzeitig den Satz 


II. Ist W ein m-dimensionaler Teilraum des n-dimensionalen euklidischen Vektor- 
raumes V, so sind Lot und Orthogonalprojektion eines Vektors ze V auf den Teilraum 
W eindeutig bestimmt. 


Dieser ‚Satz gibt uns das Recht, von-dem Lot und der Orthogonalprojektion eines 
Vektors z auf einen Teilraum W zu sprechen. 

Es sei ze V ein gegebener Vektor, z(? und z®’ seien eine Srihözonnipreiektien 
und ein Lot von z = Se Teilraum W. Dann gelten die Beziehungen 


zz" 479 DeW, @®,y)=0 fürall yeW. 
Ist {y1s «2 Im} ee Basis von W, so können wir 2 als Linearkombination 


dieser Basisvektoren schreiben: zZ? =&,yı + + EmYm- Es ist (9,2) = 0 
(i = 1,..., m); und da z® = z — 2 ist, gilt 


92-29) =09,.9-0,2”)=0 (i=1,...m. 
Wir haben m Gleichungen erhalten, die sich in der Form 
(Hi, 2) = =(y,2) (i=1, u M) 


schreiben lässen. Setzen wir für z seine Darstellung als Linearkombination der . 


Vektoren yı, ..., I, ein, so erhalten wir m lineare Gleichungen 
(v1: 91)" Ei + (1,92) + is=E (yı: I) En == (yı> 2), | 
29) 8 + Way ya)’ E&2 + + 92 Im) Em = 2 2); 


Da ee er EEE er er Er Er Er Er Er Er Er Er Er Er Er Er Er ur er 


3) 


(Ym» Yyı)'£ı + (Yms y2)' &,+ zb (Yms Yo)’ Em ” (Yms 2) 


und stellen fest: Die Koordinaten &ı, ..., &m einer Orthogonalprojektion z'? von z auf 
"_W in bezug auf die beliebig gewählte Basis yı, ..:, Jm von W sind Lösungen eines line- 
aren Gleichungssystems, dessen Koeffizientenmatrix die Gramsche Matrix IXyı; ..., Ym) 
der Basisvektoren ist. Die Vektoren yı; :..;.). sind als Basisvektoren linear unab- 
hängig, und nach Satzlist /(yı,...- , 9m) eine reguläre Matrix. Das lineare Gleichungs- 
system (3) besitzt also genau eine . Lösung, Damit ist der Vektor z( und durch die 
Gleichung z® = z — z auch der Vektor z(’ eindeutig bestimmt. 
Das lineare Gleichungssystem (3) gibt uns gleichzeitig die Möglichkeit, die Vek- 


toren z(? und z(® zu berechnen. Nach der Cramerschen Regel ist 
2. e 

et 

ü G 


® 


(’=1,...,m), | (4) 
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wmG= a 5 Im) den Wert der Gramschen Determinante für die Basis- 
vektoren y,, -.:, 9, von W bezeichnet und 


(Y1: 91) :-- Yı>Yi-ı) (Yı, 2) (y1> Yir1) --- (Yı> Im) 


Ge 2» y).- . (V2; ı) 2» 2) (y:» Ri 1) + (92 > Im) (4) 


(vi yı) wen Im ss a, 2) (Y» ni (Im; Ym) 
ist. Wir erhalten die Gleichungen 
P=y AR y en 6) 
i=1G is1G - 


Ist z’ ein Vektor aus V, für den z — z’e W ist, so sagen wir: Der Vektor z’ verbindet ° 
den Vektor z mit dem Teilraum W. Das Lot z’ von z auf den Teilraum W besitzt 


offenbar diese Eigenschaft (vgl. auch Abb. 10). 
Es sei z’ ein beliebiger Vektor, für den z — z’ = yeW ist. Dann gilt 7’ = 2 — y; 
und aus 
@-»2-N=l@" +@” - WEHREN) 
en (P, 2) + (? - y 2” — y) 
folgt . 3 Dr 
PIekNl-- : (6) 


Die Ungleichung (6) bedeutet eine wichtige Charakterisierung des Toten 2” von .z 
auf den Teilraum W: 


Das Lot 2“ von z auf W ist. der kürzeste Vektor, der den Vektor z mit dem Teil- 


raum W verbindet. 

Wir berechnen die Länge des Lotes u Hilfe der Gramschen Determinante. Zu- 
nächst ist |2”]? = (2, 2) = (z", z — 2”) = (z'”, z). Benutzen wir die in (5) 
für z’ angegebene Gleichung, so eilt | 


PP? = = (2, 2) = 22 FE (9 ) 


oder 


een FE Le .;; 


Entwickeln wir die Gramsche Determinante 
2) &y1ı) -- (Im) 
‚z ’ ... \Y1>Jm 
GaY1, m) = NE ) (yı 9) Hı = ) 


er 2) (Im; vo . ms Im) 
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nach der ersten Spalte, so erhalten wir 


m 


Ga y1, 9m) = @ 3. 2 DICH Pr yıs Im). 
Dabei ist 
(z, yı) (2, y2) we (2, Ym) i 
(1, Yı) (1, 32) ee (Vi: Ym) 


ra a TR (-1, 91) (yi-1> 2) . Vi-1> Im) =(-N'-G.. 
; .\Qrr1 91) Wı+1, 92) vr Wii In) 


(Yms yı) (Yn; y2) Er (Yms Im) 
Es ergibt sich 


GR, yı Ym) — (z, z) 'G- zZ (91; 7) “ G;; 
ınd durch Vergleich mit (7) folgt 


PP - GW: Im) RI ® 


Dividiert man die Gleichung (8) durch G(y;, ..-, y„) und zieht auf beiden Seiten die 
positive Wurzel, so. ergibt sich für die Länge des Lotes z® von z auf den Teilraum 
W= Liy:: -- “ > Im}) 


G(z, Jı; er, Im) 
G(y:; 2. Im) 


[03] 
| = 


(9) 
Aus der Gleichung (8) erhalten wir überdies eine wichtige Folgerung über den 
Wertevorrat der Gramschen Determinante: 


Ill. Die Gramsche Determinante ist keiner negativen Werte fähig. Sind zı,...., Zm 
beliebige Vektoren aus V, so ist 


G(z;; u) 20. ! 
Den Beweis führen wir durch vollständige Induktion. Es ist 
6) = 2) = u 20. 
Nach Induktionsannabme sei G(zı, ..., Zm-ı) Z 0. Aus (8) folgt . 


G(z,; .- weg Zu) = = 2? -Glz, .... Zm-i) zZ 0, 


wenn man beachtet, daß der Wert der Gramschen Determinante von der Reihenfolge 
der Vektoren z,, ..., z„ unabhängig ist. i 


\ 
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4.*DAS VOLUMEN EINES PARALLELEPIPEDS . 


Die Gramsche Determinante ordnet nach Satz III jeder Menge z, ; ---, z, von Vektoren aus V eine 
‘ nichtnegätive reelle Zahl zu. Nach der Eigenschaft 2 der Gramschen Determinante wird.diese Zahl 
mit &? multipliziert, wenn einer der Vektoren z, mit & muluiplizistt wird. Bezeichnet 


Far, - = an Vs > z m) | 


die positive Wurzel aus der Gramschen Determinante, so gilt 

Fa; en 23-13 Kin. Zirts Zm) = lel 5 FG, en 2-15 & Zi» Kat; Zm)- 
Es ist üblich, den Wert der Funktion F(z,, .-, z„) das Volumen des von den Vektoren z,, ---; Zm 
bestimmten: Parallelepipeds zu nennen. Dies wird durch folgende Überlegungen nahegelegt: 

Ist m = 1 und ist z = z, ein beliebiger Vektor aus V, so gilt 
FE) = Ce) = @ 2) = el 

F(z) beschreibt in diesem Fall die Länge des Vektors z. Ist m = 2, so gilt 
Gl, 22) = IP]? 62) 
F&ı, 22) = 9} Izıl- 
2°, Repra entisten wir die Vektoren z; »22 dürchi in einem Punkt P Angeeräsene gerichtete Strecken 


— 
PP, und PP, und betrachten wir das von ihnen bestimmte Parallelogramm, so wird der Vektor z( 


oder 


— 
durch die gerichtete Strecke QP, repräsentiert, und F(z,; 22) ist der Flächeninhalt dieses Parallelo- 
gramms (Abb. 11). : 


Pz 


0 Zn PR Abb ll 


Itm=3,so gilt 
Ga; 22» 2) = !zP|? -.G(z,, z,) 
Fa,2 22, 23) = 2X un Fzi , 22)- 


30, Werden die Vektoren zı, 23, z3 wiederum durch in’ einem Punkt angetragene gerichtete 
Strecken repräsentiert und betrachtet man das durch diese Strecken bestimmte Parallelepiped, so ist 


oder 


Abb. 12° 


F(z , 23) der Flächeninhalt der Grundfläche, |z®] die Höhe des Parallelepipeds, und Fa, 22, 25) 
ist sein Volumen (Abb. 12). 5 
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Nennen wir F(z1 ; ---, 2.) das Volumen des von den Vektoren Z1s +, Zm bestimmten Parallelepipeds, 
so erhalten wir aus der Gleichung (9) eine Verallgemeinerung der elementargeometrischen Formel 


Volumen eines Parallelepipeds = Grundfläche : Höhe 
in der Gestalt . 
Fzı ” . Zu) Fr Fa; -- Ka a ko. 


Dabei ist F(z, , ---, 27-1) das Volumen der von den Vektoren zı, --4 2m. bestimmten „Grundfläche“, 
und |z]| ist die Länge. des Lotes von z, auf den von den Vektoren Zus + Zm-ı aufgespannten Teil- 
raum, d.h. die „Höhe‘‘ des Parallelepipeds. ; \ 


Wenn. wir in dem euklidischen Vektorraum Y eine Orthonormalbasis 8, = fx, ..., x.} aus- 
zeichnen, können wir das Volumen F(zı , ---, 2.) des von den Vektoren 21, --., Zm bestimmten Parallel- 
epipeds noch in anderer Weise ausdrücken. Es seiy =... + + d=L m). Dann ist 


nr 2 , 
,2)= >> Ep En G,i=1l,.,m. 


j=i 


Ist C = |&s:]ln,m die durch die Koordinaten der Vektoren z;, -.., zm bezüglich ®, gegebene Matrix, 


so erhalten wir für die Gramsche Matrix T'(zı, ---, 2m) die Gleichung 
Ta; .., zu) = CT:.C. 
Für die Gramsche Determinante G(z,, ---, Zu) bzw. für das Volumen F(z,, 2 2) folgt 
a; zu) = det„ICT: Ch, Flzus --- zw) = un’ dein IT» c). 
Ist m -n, so ist C eine quadratische Matrix und 
det, |CT C| = det, |CT}- det, |C] = det, |C}?. 


Das Volumen eines von n Vektoren z,, ---, Z, in einem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum V 
bestimmten Parallelepipeds ist gleich dem Betrag der Determinante für die Koordinatenmatrix: 


Fi, -- .. Zn) Fe |det,lErsl]- 


Damit haben wir eine geometrische Interpretation für den Absolutbeiras der 1 Determinante ge- 
wonnen., 


5. DIE METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE 


In’ Physik und Technik: wird man oft vor die Aufgabe gestellt, eine Funktion 
y = f(Xı, ..., X) von m unabhängigen Veränderlichen durch das Messen der Funk- 


tionswerte y für gewisse Werte der Veränderlichen x,, ..., X ZU bestimmen. Der 

_ einfachste Fall dieses Problems, auf den man das Aileemeine Problem häufig in erster 
Näherung reduzieren kann, liegt dann vor, wenn man weiß, daß feine lineare Funk- 
tion der Veränderlichen x,, ..., X ist.'Man nimmt an, daß 


Fee) hr trat Hi (10) 


ist, wobei &,, &,, ..., &, reelle Zahlen sind, die aus den vorgenommenen Messungen 
“ bestimmt werden müssen. 


Wir bezeichnen die Anzahl der vorgenommenen Messungen mit r. Bei der j-ten 
Messung Ü = 1,...,n) haben wir für die Werte x, = &1, X2 = 25 +. Xm = Km 
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der Veränderlichen x; , ..., %,, den Funktionswert y, = f, gemessen. Da wir angenom- 
men haben, daß die gesuchte Funktion f die Form (10) besitzt, gilt 


B; = a +2 Ya + ten im Jahn. 


Durch die vorgenommenen Messungen erhalten wir also ein lineares Gleichungs- 
system 


ee sh, U=L.,n ad 


von r Gleichungen für die m gesuchten Koeffizienten &,, &,,...., &,, die die gesuchte 

Funktion f nach (10) bestimmen. Im allgemeinen wird die Anzahl n der Gleichungen 

wesentlich größer sein (und sogar sein müssen!) als die Anzahl m der gesuchten Koef- 

fizienten, und durch die unvermeidbaren Meßungenauiskeiten wird das lineare Glei- 

chungssystem an keine Lösung besitzen. Man muß also Werte &9, EP, ..., ED? so 

zu bestimmen Suchen; daß die Ausdrücke > x Ei vondenf, möglichst wenig 
i=1 


abweichen. Was bedeutet „möglichst wenig“ abweichen? Die Differenz ß, — 5 I 
= i j i=1 


soll a nur für ein j oder für einige j möglichst klein. werden, sondern für alle 
j=e1l2:.,n BE ICZEIIE: Infolgedessen ist es naheliegend, über die einzelnen 


„Fehler“ 8; u Ye „"&9 zu summieren. Allerdings können sich bei dieser Sum- 
mation gewisse and eventuell u große) Eehler gegenseitig wegheben. Summiert 


man über die Quadrate (B- Le non der Fehler, so ist diese Möglichkeit aus- 


geschlossen, und die Größe 


A= 2 ‚(a- $ Ki ”). ö | a2) 


die der mittlere Fehler genannt wird, betrachtet man nach GaAuss als ein Maß für 
die Abweichung der Funktion 


0 . 0 o o 
JA 6. ZUEERR IB u  LE Zu a 2 22 ae er er Ze 


von der gesuchten Funktion f(x, :-., Xn)- 

Das Problem besteht also darin, zu gegebenen Wertena,(i= 1,..,m;j=1,...,n) 
der Veränderlichen x,, ..-, X. und gemessenen unklaren B; Ü= 4, ,n) 
reelle Zahlen &{9, .. OR so zu bestimmen, daß der Ausdruck 


= > (f = 5 22”) 
ji i=1 


minimal wird. 
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. Es sei R* der euklidische Vektorraum der n-tupel x = (a,, ..., a,) reeller Zahlen 
mit der durch x,x)=o7 +: +0 definierten positiv definiten quadratischen 
Form. Wir betrachten die Vektoren 
4= (Kr; wi Knı) ER" (i = 1, er m) 
= (Bi: .... Br) ER". 


Das lineare Gleichungssystem (11) läßt sich nun als Vektorgleichung 
&,Xı +&x + mu + EX =y \ (13) 
. schreiben, 
Wir können dabei annehmen, daß die Vektoren x,, ..., x. linear unabhängig sind. 
Ist dies nicht von vornherein der. Fall, so läßt es sich durch weitere Messungen und 


eine neue Numerierung der. Messungen stets erreichen, es sei denn, die Funktion f 
hängt in Wahrheit von weniger als m unabhängigen Veränderlichen ab. Diesen Fall 


und 


wollen wir aus der Betrachtung ausschließen. Die linear unabhängigen Vektoren 


Kyr 2.5 X erzeugen einen m-dimensionalen Teilraum W = L({x,, ..., x„}) von R”. 
Da das lineare Gleichungssystem (11), wie oben bemerkt, im allgemeinen keine 
Lösung besitzt, ist auch die Gleichung (13) im allgemeinen nicht lösbar, und der 
Vektor y liegt nicht in dem Teilraum W. Sind Zu .., €? reelle Zahlen und betrach- 


- ten wir den Ausdruck 


n m 2 
AM='y (B >. 2) 
Zi i=1 A 
so ist A offenbar das Quadrat der Länge des Vektors 
a > De. 


Dabei ist z, ein Vektor, der den Vektor y mit dem Teilraum W verbindet. Das Pro- 
. blem; die Zahlen &{”, ..., &0° so zu bestimmen, daß A minimal wird, ist damit der 
Frage nach dem kürzesten Vektor z,, der y mit dem Teilraum W verbindet, gleich- 
wertig. In Nr. 3 haben wir festgestellt, daß das Lot von y auf den Teilraum W der 


kürzeste Vektor ist, der y mit W verbindet. Wählen wir also &9, ..., &(9 so, daß 


ER De ee ...049 
i=1 R . 


ist, so ist 
S n om .ı\2 
nl) 
J=1 i=1 
"minimal. Aus der Gleichung (14) folgt 


m 
y-),P9n+y". 
i=1 e 


17  Boseck 
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und es ist - 
=,’ 
i=1 e 
die Orthogonalprojektion von y auf W. Für die gesuchten &{”, ..., &m ergibt sich 
aus den Gleichungen (4) und (4’) der Nr. 3 | 


(x x) .-- .(& K- 1) (x; )) (X, Kr) . (X; Km) 
@2,X) ... . (82; &-1) (&2» y) (@&, rl) . (#25 X) 


ad = m, x) ... (Ins ni En, y) RER ) ... (Ems Xm) i (15) 
G(x;, eg X) 


G=1,...,m). 


Die Gleichungen (d 5) beschreiben ie en des betrachteten Problems. Aus den 
gegebenen «&, und ß, (G=1,..,m; j=1,...,n) haben wir diejenigen Zahlen 
ED, ..., ED? berechnet, für die de ie Fehler A minimal ist. 

Das geschilderte Verfahren zur Bestimmung einer Funktion f®(x1, ..., X) aus 
gegebenen Meßwerten heißt die Methode der kleinsten Quadrate. — 


4°. Als Beispiel betrachten wir den Fall einer Funktion einer Veränderlichen: 


v=/W)=$'x. 
Für x = 0, .-, &seiy = ßı; ---, Bn gemessen worden. Wir suchen einen Proportionalitätsfaktor &®, 
so daß 2 : ; 
A=Y (; 89 .0,)? 
j=1 


minimal wird. Nach (15) ist 


2 — &» 
(2%) 
mit x=(&,, „oJ und y= (ßı, ---, Bn). Wir erhalten 
5 Kr Bi 
g0) _ mL _ 
Da 
i=1 


Dieses Ergebnis läßt sich in der Ebene wie folgt veranschaulichen. Sind ?, = Kon, Bo} (=1,.,n) 
n gegebene Punkteder Ebene, so ist y= &0 . x die Gleichung derjenigen Geraden durch den Nullpunkt, 
die die gegebene Punktmenge am besten approximiert. . 


Bemerkung. In unseren Überlegungen haben wir lediglich davon Gebrauch gemacht, daß zwi- 
schen den Veränderlichen xı, .--, X, von denen die Funktion fabhängt, keine lineare Relation be- 
steht. Daraus ließ sich die lineare Unabhängigkeit der Vektoren x,, --., X, € R" folgern. 
Man kann diese Bemerkung verwenden, um mit der gleichen Methode andere Approximations- 
probleme zu behandeln, z. B. das folgende: 
Gegeben seien die Meßwerte Bı „3 Bn für die folgenden Werte der Veränderlichen: 


o 1 m-1. Pr 0 eh _ am 
1 =: 42 =, Am = X = Ay K2 = As "3, Xm- 9. 
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\ 


Dann sind die Vektoren 


\ : 
KA = (09, .., ab), = (ol, ... al), Km = (1 7A . a1) 


bei geeigneter Wahl der « 1> +: &, linear unabhängig, und für die aus der Gleichung (15) bestimmten 


20, ung 0 ist 
i 2 
= 33 (®-2 yE0. a) 
minimal. Setzen wir x; = rt"! (=1,2,..., n), so ist 


pi) = gi + ED. Een Em. ri 


diejenige ganze rationale Funktion vom Grad <m, die die gesuchte. Funktion f(x; , ---, Xm) = 9) 
am besten approximiert. 


” =ı 


6. AUFGABEN ' 


„1. Sind y4, ---; Ym linear unabhängige’ Vektoren im n-dimensionalen euklidischen Vektorraum V 


und ist z{ = y,, ZIP (i=2,....m) das Lot von y; auf W,_, = L(iy1 ... yi_1}), so bilden die 


(p) 5 
Vektoren x; = ze ein Orthonormalsystem von Vektoren aus V, und es gilt 
U, -,xD= W (=1,..,m).' 
2.* Man beweise die Ungleichung 


621, + Zm) S Clzı) - Clam)- FE a @) 


(Hinweis: Man zeige Glzı, + Zm-1, Zm) S Ga, a Zu) - G(z„) und schließe weiter durch voll-' 


ständige Induktion.) 


3.* In der Ungleichung’ (*) steht dann und nur dann das Gleichheitszeichen, wenn die Vektoren 
Zis ++, Zm Paarweise orthogonal sind. 


4.* Aus der Ungleichung (*) folgere man die Hadamardsche Ungleichung: 


(det, ED? s a &rıl? 3“ a Era? 


und bestimme ein Kriterium, wann in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen steht. 


5.* Es sei W ein euklidischer Teilraum des euklidischen Vektorraumes V und z{” die Orthogonal- 
projektion vonzeV (= 1, ..., m) auf den Teilraum W. Durch vollständige Induktion beweise man 
die Ungleichung j j - 


Ga? 7m) < Claı - Zm)- 
Wann steht in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen? 
6.* Wie lassen sich die Ergebnisse der Aufgaben 2, 3 und 5 geometrisch interpretieren? 


7. Essei®o = (x, Ber x} eine Orthonormalbasis des n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes 
Vundy=Ldum ++ Emm Ü= 1, ..., m). Man beweise 
Ei Cy2 ze Cm 5 
(| CHERERRE 79 5 ee Ya Sizı Enz “ Sim . 
1Si,<ig<<ins 3 ’ 5 
ET Er Eu + Ein 


17* 


L | 
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8. Man approximiere die Funktion 


| VE für x20, 
| ArR-1 für xs —1 


dureh eine lineare Funktion. 


-$18. LINEARE OPERATOREN INEUKLIDISCHEN 
VEKTORRÄUMEN 


-1. EINLEITUNG 


Für die Untersuchung euklidischer Vektorräume sind naturgemäß diejenigen linearen 
Operatoren von besonderer Bedeutung, die in irgendeinem Zusammenhang mit dem 
Skalarprodukt stehen. Es handelt sich dabei vor allem um lineare Operatoren, die 
das Skalarprodukt ungeändert lassen und folglich eine Orthonormalbasis in eine 
Orthonormalbasis überführen. Mit ihrer Hilfe läßt sich auch das Transformations- 
verhalten der Koordinaten beim Übergang von einer Orthonormalbasis zu einer an- 
deren beschreiben. Dies geschieht ähnlich wie für den allgemeinen Fall des Über- 
gangs von einer beliebigen Basis zu einer anderen ebenfalls beliebigen Basis. 

. Eine weitere Klasse wichtiger linearer Operatoren bilden die sogenannten sym- 
metrischen Operatoren. Zwischen ihnen und den quadratischen Formen auf einem 
euklidischen Vektorraum besteht ein enger Zusammenhang, der im 820 zur Klassi- 
fikation der quadratischen Formen verwandt wird. Schließlich erscheinen die Resultate 
des vorhergehenden Paragraphen in einem neuen Licht, wenn man den Begriff des 
Projektors einführt und die Orthogonalprojektion auf einen Teilraum durch Pro- 
jektoren beschreibt. 


2.BILINEARFORMEN UND LINEARE FUNKTIONALE IN 
EUKLIDISCHEN VEKTORRÄUMEN; 

DER ADJUNGIERTE OPERATOR; 
ORTHOGONALE, SYMMETRISCHE UND 
SCHIEFSYMMETRISCHE OPERATOREN; 
EIGENWERTE UND EIGENRÄUME ORTHOGONALER, 
SYMMETRISCHER UND SCHIEFSYMMETRISCHER 
OPERATOREN 


Es sei »/(V) die Menge der linearen Operatoren auf dem euklidischen Vektorraum V. 
Ist Aes/(V), so ist 


Jay) = (Ar) | | ;@ ea: 
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eine Bilinearform auf dem euklidischen Vektorraum V, denn es gelten folgende 
Gleichungen: u 

ı fir + 82,9) = (Alı + %2),)) = (Arı + Ax2,y) = (Axı,y) + (Ax2, y) 
= fa) + 2, 9), | 

fax, y) = (A629), y) = (#42, 3) = 0" (Ar, y) a fa). 

S&,yı + 32) = (4x, yı + 92) = (4x, 91) + (42,92) = S@yı) + S692), 

fer, ay) = (Ar, oy) = & (Ar, y) = a fa, y). 

Wir beweisen umgekehrt: 


- 1. Jede Bilinearform f(x, y) auf einem ‚ euklidischen Vektorraum V ist mit Hilfe eines 
linearen Operators Ae s/(V) in der Form (1) darstellbar. 


Wir betrachten f(x, y) als. Funktion von y: 
I&») = *W9); 
dann ist z* eV * ein lineares Funktional auf dem euklidischen. Vektorraum V. Es 


genügt zu zeigen: 


U. Ist z* ein lineares Funktional auf einem euklidischen Vektorraum V, so gibt e es 
ein ze V, so daß für alleyeV 
.2*(y) = (3,9) 2) 


gilt. 
Hieraus folgt der Satz I, wenn wir Ax = z setzen und nachweisen, daß die so defi- 


nierte Abbildung A von V in sich linear ist. Es ist f(x, y) = (Ax, y), und folglich gilt 
(A + 22),9) = flsı + 22,9) = 81,9) + S&2, 9) a 
| = (Ax1, 9) + (Ax2, 9) = (Axı + Ax2,) BR 
für jeden Vektor ye V. Also ist für jeden Vektor yeV 
(Alxı +2) — Axı - Ax,y)=0, 
und daraus folgt A(x, + x) = Axı + PER Entsprechend gilt 
(A&x), 9) = Sax, ) = & Sie, y) = 8 (4x, 9) = (0x, 9). 


. oder (A(ax) — aAx, y).= 0 für jeden Vektor ye V. Dann ist aber A(ax) = «Ax und 
 & ist ein linearer Operator auf dem Vektorraum V. 

“Wir beweisen den Satz II. Die Menge W derjenigen xe V, für die z*(x) = Oist, bildet 

einen linearen Teilraum von V (vgl. etwa $ 12, Nr. 3, Satz IV). It W = V, so ist 

2*(x) = 0 für alle.x, und es gilt z*(x) = (0, x). Die Behauptung von Satz II ist also 

mit z = 0 erfüllt. Ist W ein echter Teilraum von V, so gibt es einen vom Nullvektor 
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verschiedenen Vektor x,e V, der zu allen Vektoren des Teilraumes W orthogonal 
ist und nicht zu W gehört. Es ist also z*(xo) + 0, und für jedes xe P gilt 


z*(z*(x) x, — z*(xo) x) = 0. 


‚ Für jeden Vektor xe V folgt aus dieser Gleichung z*(x) x, — z*x0) xeW, und 
...da x, zu. allen Vektoren aus W orthogonal ist, erhalten wir 


(X; 2*(x) Ko 7 2*(xo) x) Zu 2*(x) “ Ro, %o) IE (Xo» 2*(xo) x) =. 


Dividieren wir diese Gleichung durch (x), x,) und berieksichligon die Gleichung 
(X: 2*(x0) x) = (z*(xo) X, X), so erhalten wir 


2*(x) = ( x, r): 


‚und die Behauptung von Satz II ist für z= 


4 "80) 


xol” 


x, erfüllt. 


Ist Ae s/(V) ein linearer Operator auf dem Vektorraum V, so ist aber auch 
f*&, 9) = (& Ay) 
eine Bilinearform. Nach dem oben bewiesenen Satz I gibt es einen linearen Operator 
A* e s/(V), so daB 
F*&,y) = (A*x,y) 
ist. Der lineare Operator A* wird durch die Gleichung 
(= A) wreN | | >, 26) 


definiert und heißt der zu A adjungierte lineare Operator. 
. Da (4*x,y) = (y, A*x) ist, gilt für je zwei Vektoren x,ye V die Gleichen 
((4*)* y, x) = (y, A*x) oder (x, (A*)* y) = Ay). Daraus folgt 
ANr=A a (4) 
Der adjungierte Operator des adjungierten GREraIONS stimmt mit dem ursprünglichen 
Operator überein. _ 
Sind A, Be. s/(V) zwei lineare Operatoren auf dem euklidischen Vektorraum V 


und ‚betrachten wir ihr Produkt AB, so gilt für je zwei Vektoren x, ye V die Glei- 
chungskette 


((AB)* x, y) = (x, ABy) = (A*x, By) = (B*A*x, y), 
und daraus folgt: i 


Der adjungierte Operator eines Produktes ist gleich dem Produkt der adjungierten 
Operatoren in umgekehrter Reihenfolge: 


(ABr=BrAr. 0. nö 0) 
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Ein linearer Operator Ue./(V) heißt isometrisch oder orthogonal, wenn für * 
zwei Vektoren x, yeV 


U) | | 0) 
gilt. 
Wir beweisen den Satz 


III. Ein orthogonaler Operator U ist stets regulär, und sein inverser Operator U Zi 
ist ebenfalls orthogonal. 


Da’Y als euklidischer Vektorraum endlichdimensional ist, genügt es zu zeigen, 
daß jeder orthogonale Operator eine umkehrbar eindeutige Abbildung ist (vgl. 8 11, 
Nr. 3, Satz IV). Wir nehmen an, daß Uxr = Uy ist. Dann gilt 


0 = (Ux - Uy, Ux — Uy) = (U(x — y), U(x - y)) = @-yx- y) 


und daraus folgt x — y = ooderx=y. 
Der Operator U”! existiert also, und es ist 


(U, VO) = (UU), UUY) = 9). 


Damit ist der Satz III bewiesen. 

Darüber hinaus eilt (x, Uy) = (U’!x, U"!(Uy)) = (u. x,y), und folglich ist 
U”! = U* oder U*U = UU* = E. Ist umgekehrt Ue ./(V) ein linearer Operator, 
für den U *U = UU* = E ist, so gilt 


&») = (Ex, y) = (U*Ux, y) = (Ux, Uy), 
und der Operator U ist orthogonal. Wir haben das folgende Kriterium bewiesen: 


IV. Ein regulärer Operator Ue s/(V) ist dann und nur dann orthogonal, wenn sein 
adjungierter Operator mit dem inversen Operator übereinstimmt: 


a 2 Cr ae | .@ 
oder Be ei 
U*tU=E= UÜ*. (8) 
Sind U,, U, zwei orthogonale Operatoren, so gilt für ihr Produkt . 

(U,U,)* = U$U} = U;'U;' = (U,0;)'. | 


Das Produkt zweier orthogonaler Operatoren ist wiederum ein orthogonaler Operator. 
Da der Einsoperator E orthogonal ist und das Produkt von drei orthogonalen Ope- 
ratoren wie das Produkt von drei beliebigen Operatoren dem assoziativen Gesetz ge- 
nügt, erhalten wir den Satz 


V. Die orthogonalen Operatoren eines n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes V 
bilden eine Gruppe ®,. 
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Die Gruppe 9, heißt die allgemeine n-dimensionale Drehgruppe. 
Ein linearer Operator A e/(V) heißt selbstadjungiert oder symmetrisch, wenn für 
je zwei Vektoren x,yeV 


EN Sa 6) 
Die Gleichung (9) ist der folgenden Öperatoreigiehüng: Aquivalent: 
Ar=A. (10) 


Ein linearer Operator A e s/(V)) heißt schiefsymmetrisch, wenn für je zwei Vektoren 
x,yeV : 


si, ; EN aM. = a 029) 
Die Gleichung (11) ist der folgenden Operatorgleichung äquivalent: 
A*= —A. (12) 


Die Bedeutung der symmetrischen und der schiefsymmetrischen Operatoren ergibt sich unter 
anderem daraus, daß sich jeder lineare Operator A & sY/(V) als Summe eines symmetrischen und eines 
schiefsymmetrischen Operators darstellen läßt. Ist Ae s/(V) ein beliebiger linearer Operator; so 
bilden wir die Operatoren . - 


(4-49), Ft, 3) 


vi 


i s 
A,= ,4 +4* und A_,= 
wobei A* der zu A adjungierte Operator ist. Sind x und y beliebige Vektoren aus V, so gilt 


Fi ö Y 1 
(2,4) = (= 44 a9») & . (A) +z& A) 


1 1 A, 
Fr (4’x,y) + 7 (Ax,y) = F (4*+4A) =») = (A J) 


und 


( 4,9 (# 5° a- a A-7: (4) 
; 1 


1 
FR (42,9) -7 =. (An, »=-- F (A -.4*) x, ») = (A): 
Die Operatoren A, bzw. A_, sind also symmetrisch bzw. schiefsymmetrisch, und aus den Definitions- 
gleichungen (13) folgt unmittelbar j j 
A=A,+A,. 09 


Man nennt A, bzw. A_, die symmetrische Komponente oder den: symmetrischen Anteil bzw. die schief- 
symmetrische Komponente oder den schiefsymmetrischen Anteil des Operators A. 


Wir beweisen noch einige einfache- Sätze über die Eigenwerte und Eigenräume 
orthogonaler, symmetrischer und schiefsymmetrischer Operatoren, die im $ 19 bei 
der Ableitung der Normalform für. die genannten Operatoren von Bedeutung sind. 


D 


8 18. Lineare Operatoren in euklidischen Vektorräumen 249 


Es sei Ae s/(V) ein linearer Operator, A, bezeichne einen Eigenwert von A und 
W(,) den zugehörigen Eigenraum. Zwei Teilräume W, und W, von V heißen zu- 
einander orthogonal, wenn je zwei Vektoren x, e W,, x,eW, zueinander orthogonal 
sind: (x,, x.) = 0. Es gilt der folgende Satz - 


VI. Sind A,, Ag» verschiedene Eigenwerte des linearen Operators Ae s/(V) und 
seines adjungierten Operators A*, so sind die Eigenräume W(A,) und W(} ,„) zuein- 
ander orthogonal. 


Für je zwei Verren x,eWü,): x € Won) gilt Ax, = A,x, und A = ae 
Damit ist 


Ay (X 2)= Un: » 23 = (Ar, 2) = (X, 4*2,) = ze A4rX2) 


= )4x (X, X) 
‚oder 
(4 - Ay) @&ı, X) = 2. 


Da wir ), =# R vorausgesetzt hatten, folgt aus der letzten Gleichung (x,, 2) =(, 
und das ist die Behauptung. . 

Als wichtige Folgerung aus dem Satz VI et sich für einen symmetrischen Ope- 
rator A = A* der Satz - 


VII. Die Eigenräume zu verschiedenen Eigenwerten eines symmetrischen Operators 
sind zueinander orthogonal. ok - 


Ist U ein orthogonaler Operator auf dem euklidischen Vektorraum V und A, ein 
Eigenwert von U, so gilt für jeden Eigenvektor x zum Eigenwert A, die Gleichung 
(Ux, Ux) = (Ayx, Ayx) = Atr‘ (x, x) = (x, x). Da ein -Eigenvektor stets. vom Null- 
vektor verschieden ist, folgt Ay = 1, d.h. Ay = 1 oder Ay = -1. Wir erhalten den 
Satz 


vn. Ein orthogonaler Operator besitzt höchstens zwei erschlaiene reelle Eigenwerte, 
die Zahlen +1 und —]. 

Sind +1 und —1 Eigenwerte des REN Operators U, so sind'die Eigenräume 
W(1) = (U — E)"!({0}) und W(-1) = (U + E)"'({o}) zueinander orthogonal. 


Zum Beweis der zweiten Aussage dieses Satzes bemerken wir lediglich, daß jeder 
Eigenvektor des orthogonalen Operators U zum Eigenwert +1 bzw. —1 auch ein 
Eigenvektor des orthogonalen Operators U 1 = U* zum gleichen Eigenwert ist. 


Wir machen den Leser: darauf aufmerksam, daß ein orthogonaler Operator U keinen reellen 
Eigenwert zu besitzen braucht. Als Beispiel erwähnen wir eine Drehung U,(p) (0 <p <r) im zwei- 
dmenstonake euklidischen Vektorraum V®, die offenbar keinen eindimensionalen Teilraum i in sich 
überführt. 
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Für einen schiefsymmetrischen Operator .A gilt der Satz - 


Dr. Ein schiefsymmetrischer Operator besitzt dann und nur dann einen reellen Eigen- 
wert, wenn er nicht regulär ist. 

Ein nicht regulärer schiefsymmetrischer Operator A ni genau einen reellen 
Eigenwert, die Zahl O, und der zugehörige Eigenraum Ne A”'(fo}) ist der Kern 
des Operators A. 


Zum Beweis sei A, ein reeller Eigenwert des schiefsymmetrischen Operators A. 
Dann gilt für jeden zugehörigen Eigenvektor x 
14(8, x) = (Ay8, x) = (An, 2) = (m, —Ar) = (m, Ar) = 40), 
und da für einen Eigenvektor (x, x) # 0 ist, folgt A, = —A, = 0. Für jeden Eigen- 
vektor x + o zum Eigenwert A, = 0 gilt Ar = 0x = o, und folglich ist der Ope- _ 
rator A nicht regulär. Ist umgekehrt der Operator A nicht regulär, so gibt es einen 


Vektor x+o, xeV, so daß Ax = o = Ox gilt. Dann ist"x ein Eigenvektor zum 
reellen Eigenwert 0 des Operators A, und der SatzIX ist bewiesen. 


3.ORTHOGONALE, SYMMETRISCHE UND 
SCHIEFSYMMETRISCHE MATRIZEN; DREHUNGEN 


Aus $ 11 ist uns bekannt, daß man jeden linearen Operator A e s/(V)) eines n-dimen- 
sionalen linearen Vektorraumes V nach Wahl einer Basis von Y durch eine n-reihige 
quadratische Matrix beschreiben kann. Ist V ein euklidischer Vektorraum, so be- 
trachten wir vorwiegend Orthonormalbasen von V. Wir ‚bestimmen‘ die den linearen 
Operatoren in bezug auf eine Orthonormalbasis zugeordneten Matrizen. ° 

Es sei Ae /(V) ein linearer Operator und Bo = f{x,,...,x%,} eine Orthonormal- 
basis von V. Die Matrix “. 


Dg,(A) = 7. larrilla,n 


wird durch die Gleichungen 
= y Krikr (i = 1, ... n) 
v2 
definiert. Es ist also 
Kr = (AX,,x%) = (X, Ax;) 
und damit auch 
= (A*x,, ’ 2 


Ist A* = es die dem adjungierten Operator A* züsdordheie. Milk 
*= Nat sllans so folgt 


$ = (A’x,,ı2) = (, An) = Üvi=lh,.o,n. 
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Dem adjungierten Operator‘ A entspricht die transponierte Matrix 
A® = ©y,(4*) = AT = Da (A). -(15) 


Diejenigen Matrizen U, die einem orthogonalen Operator u in’ bezug auf eine 
Orthonormalbasis Bo von V entsprechen, heißen orihogonale n-reihige Matrizen. 
‚Aus den Sätzen III und IV der Nr. 2 erhalten wir. den Satz 


X. Eine reguläre n-reihige quadratische Matrix U ist dann und nur dann orthogonal, 


BEE SUN (16) 
ee u an) 
ist. 


Aus der Gleichung (17) ergibt sich überdies das folgende Kriterium: 
Eine Matrix U = |v;-;|„,„ ist dann und nur dann orthogonal, wenn ihre Elemente den 
Gleichungen - 
y vr; du = On oder y Vrr' Ya = di @,i = 1, ..., n) (17) 
ji ja 


genügen, wobei ö,., das Kronecker-Symbol bezeichnet. 


Aus dem Satz V folgt: 


XI. Die ‚orthogonalen n-reihigen Matrizen bilden eine Gruppe O(n). 
Die Gruppe On) heißt die n-reihige orthogonale Gruppe. 


Aus der Gleichung (17) ergibt sich für den Wert der Determinante einer orthogo- 
nalen Matrix nach dem Multiplikationssatz der Determinante 


1 = det |E] = det |U- UT] = det [U] - det |U”| 
und, da det |U’| = det [U] ist, = 
(det [U]? = 1. 


Die Determinante nimmt auf den orthogonalen Matrizen nur die Werte +1 oder —1 
an. Da die Determinante für lineare Operatoren durch die Werte der Determinante 
auf den ihnen zugeordneten Matrizen definiert ist, erhalten wir den Satz 


XU. Der Wert der Determinante eines erihogonalen Operators U bzw. einer ortho- 
gonalen Matrix U ist +l oder —1. 


. Bezeichnet E_ diejenige n-reihige Diagonalmatrix, deren sämtliche Diagonal- 
elemente bis auf das letzte gleich +1 sind, während das letzte Diagonalelement - 1 
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ist, also 


1 0 
E.=| |, | (18) 
0 —1 
so ist EL eine orthogonale Matrix und det IE] = -1. 


Ist 8, = {x , ..., x„} eine feste Orthonormalbasis des n-dimensionalen a 
schen Vektönaines und E. derjenige pub Operator, dem die Matrix E_ 
bezug auf die Basis ®, entspricht, so ist det E_ = —. 

Die orthogonalen Operatoren, deren Deierminänke gleich +l ist, heißen eigentlich 
orthogonale Operatoren oder Drehungen (mitunter auch eigentliche Drehungen). Die 
orthogonalen Operatoren, deren Determinante gleich —1 ist, heißen uneigentlich 

. orthogonale Operatoren oder uneigentliche Drehungen. Den uneigentlich orthogonalen 
Operator E_ nennen wir eine Spiegelung : an dem von X, ..., M-ı aufgespannten 
(n — 1)-dimensionalen Teilraum. 

Entsprechend. heißt eine orthogonale n-reihige Matrix eigentlich oder uneigentlich 

vorthogonal, je nachdem, ob ihre Detefiminante den Wert +1 oder —1 hat. 


Wir beweisen den Satz 


XHl. Die eigentlich orthogonalen Operatoren eines. n-dimensionalen euklidischen 
Vektorraumes V bilden eine Gruppe d,. 

Jeder uneigentlich orthogonale Operator U_eD, läßt sich als Produkt der Spiege- 
lung E_ mit einem eigentlich orthogonalen Operator U‘, e d, schreiben: 


U_=U,E.. 


Die eigentlich orthogonalen n-reihigen Matrizen bilden eine Gruppe O ,(n). 
Jede uneigentlich orthogonale Matrix U_.e O(n) läßt sich in der Form 


U_=U,-E_ 


schreiben. Dabei ist E_ die durch die Gleichung (18) gegebene Matrix, und U, e O,(n) 
ist eine eigentlich orthogonale Matrix. 


Zum Beweis von Satz XIII genügt es, die beiden Aussagen über die orthogonalen 
Operatoren zu beweisen. Die übrigen Aussagen erhält man unmittelbar, wenn man 
von den Operatoren zu den ihnen bezüglich einer Orthonormalbasis zugeordneten 
Matrizen übergeht. Da das Produkt von linearen Operatoren dem assoziativen Gesetz 
genügt, brauchen wir zum Beweis der ersten Aussage nur zu zeigen, daß a) das Pro- 
dukt zweier eigentlich orthogonaler Operatoren ein eigentlich orthogonaler Operator 
ist, b) der Einsoperator E eigentlich orthogonal ist und c) die Inverse eines eigentlich 
orthogonalen Operators ein eigentlich orthogonaler Operator ist. Die Behauptung 
a) folgt unmittelbar aus dem Multiplikationssatz der Determinante, die Behauptung 
b) ist trivialerweise richtig, und c) ergibt sich aus der Gleichung det (U”') = (det U)" 


$ 18. Lineare Operatoren in euklidischen Vektorräumen 253 


Ist nun U_ ein uneigentlich orthogonaler Operator, d, h., ist det (U_) = —1, so 
ist det (U_E_) = +1, und da das.Produkt zweier orthogonaler Operatoren ein 
orthogonaler Operator ist, erhalten wir einen eigentlich orthogonalen Operator 
U, = U_E_. Die Gleichung U_ = U,E_ folgt dann unmittelbar aus der Glei- 
chung E? =E. 

Die Gruppe d, heißt die n-dimensionale Drehgruppe oder auch die n-dimensionale 
eigentliche Drehgruppeim Unterschied zur n-dimensionalen allgemeinen Drehgruppe 
D.- ’ 

. Die Gruppe O,(n) heißt die n-reihige eigentlich orthogonale Gruppe. 


In $15, Nr. 2 haben wir die Bezeichnung Drehgruppe für die Gruppe d, gerechtfertigt, indem wir 
gezeigt haben, daß jeder eigentlich orthogonale Operator U € d, eine Drehung des zweidimensionalen 
euklidischen Raumes V'® um einen Winkel p definiert. Wir wollen eine entsprechende Aussage für ° 
den allgemeinen Fall beweisen. Dazu stützen wir uns auf eine beliebig gewählte Orthonormalbasis 
Bo = [xı, --, x} des n-dimensionalen eüklidischen Raumes V, die wir im folgenden festhalten. 
Mit U, ‚(p) bezeichnen wir denjenigen eigentlich orthogonalen Operator auf dem euklidischen Vektor- 
raum Y, dem in bezug auf die gewählte Basis die Matrix . 


1..0 0 0.0 0 0..0 


10 8.0 0° 0%, 


) f) ö 

0..0 60590 ..0 -sinp 0...O 

0..0 0 1.0 0 0..0 
UpQ)=|: : : : 0 Ro 209 (19) 

. 10.0 0 0.1 0.0..0 

0..0sin®0..0 cosp 0..0 

0..-0 0 0..0 0 1:.0 

0.0 00.0 0 0.1 


entspricht. Es gilt 
U,(p) x; = cos px; + singx,, 
Up) x; = -sin px, + cospx,, 
U)nr=n kel.,n;k#ziksj)), 


und der Operator U; ‚(@) beschreibt eine Drehung des zweidimensionalen Teilraumes W,= Lix; x n) 
um den Winkel o. 

Es sei U, Ed, ein beliebiger eigentlich orthogonaler Operator auf dem n-dimensionalen euklidi- 
schen Vektorraum Y und U, = |Vrilla,n = Dg U. ,) die ihm zugeordnete eigentlich orthogonale 


Matrix. Bilden wir das Produkt U’ = U (U,z(p))"! = U,U; 2(-g), so entspricht diesem Operator 


die Matrix : e 
%1-C0OSp — d%ı2-SINP %ı, -SINP + %ı2.COSP Yız .- Yın 


Vz -C0SP — dy2-SINP U -SIN@-+ 232 -COSP Yz3 --- Un 
U;: U2(-9) = | v3} v32 V33 ... Yzn]). 
Ynı Yn2 Uns id 
Der Winkel 9 = 912 (0 S 912 < 2n) läßt sich stets so wählen. daß 
3 v%,1-sinpi2 + %ı2-C05S9ı2 = 0, 


%1°C08 912 - 2 Sin, >20 
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ist. Setzen wir U’ = |v; ılln.a = „= U,° Ule $12), so ist , 20 und y,= 0, ns die Matrix: U’ ent- 
spricht dem eigentlich orthogonalen Operator U’ in bezug auf die Basis Bo. 
Wir bilden nun U” = U’(U,3(p))-!. Den Winkel = = Pı3 (0 = 9,3 < 2) wählen wir so, daß 


-sin pa + %z- cos 913: = 0, 
U C0SPıs — Ys . sin 913 20 


ist. In der eigentlich orthogonalen Matrix U" = vr, = U’ Usl- u ist dann v>0, 
%, = v5 = 0, usw. Nach n — 1 Schritten erhalten wir den eigentlich orthogonalen Operator  - 


vd. uU) am (Up) 

und in der ihm zugeordneten Matrix UR-D = (wr-®], ist va d 20, vd =... =D, 
Wenn wir die Gleichungen (17’) für die erste Zeile und die erste Spalte der! Matrix uve-d auf- 
schreiben, erhalten wir : 
n 
2-1 und DER =1. 
v1 . 

Da vl >'0 ist, folgt hieraus 


(n-2) _ (@-) __..—_ „ea-D _ 
hy en =, 


und die Matrix U®-2 besitzt die Form 


10 0 
vo-n 0 u || 


y yan-1) „nn 
11 IE Al en 1 


"Wir bilden U® = U @-D(U,3(p))"! und bestimmen den Winkel P = 923 (OS 923 < 2n) so, daß 
ln sing + .cop=0, 
VD. cosp - ED .sinpg=O0 


ist. Für die orthogonale Matrix U = vn,” gilt dann vp = 1, = WP=0G=-2..,n), 
n-(n— 
vo) > 0 und v® =.0, usw. Nach insgesamt m= (n—- N)+(n-29+ - +1= uzD Schritten 
22 2 


entspricht dem RE U (m die Einheitsmatrix Ein bezug auf die feste ae Bo; und< es gilt 


um - u,f[ IL (Up. = 


i=1 jei 
Multiplizieren wir diese Gleichung von ‚rechts sukzessive mit U,_ı, EM 1,7 Un-2,n(Pu-2,n 


U,_2,n-1ı(Pn-3,n- 0 usw., so erhalten wir 
n-1.n-1-1 


U, = II II U, 1.n-(Pn- in- n-J)- i ; (20) 
=1 j=0 
BE ER £ n(a-1) 

XIV. Jeder eigentlich orthogonale Operator U, € b„ ist das Produkt von höchstens nn. Dre- 
‚ hungen in geeignet gewählten zweidimensionalen Aeuralmıen W;, um geeignet gewählte Winkel - 
pWA<i;ij=lh2.,n. n-(n—-1) 
Jede eigentlich orthogonale Matrix U, € ©0,m) läßt sich als Produkt von höchstens ” gene 

Matrizen der Form (19) schreiben. 


Durch den Satz XIV haben wir einen Überblick über die eigentlich orthogonalen Operatoren eines 
euklidischen Vektorraumes gewonnen und die Bezeichnung „Drehungen“ für diese Operatoren 
gerechtfertigt. 
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1°. Als Beispiel betrachten wir. den dreidimensionalen euklidischen Vektorraum v®. Ist U, ein 
‚eigentlich orthogonaler Operator auf V@°, so gibt es drei Winkel 9, y, 9, so daß 


U, = U,(d)U,;(y)U,2(9) 
gilt. Ist Bo = {xı, x, x3} die ausgezeichnete Orthonormalbasis von V®, in bezug auf die der 
Operator U, die obige Zerlegung besitzt, so gilt für die ihm zugeordnete Matrix U, 
10 0 cosp 0 —sinpj| ||cosp -siny O 
U, =||0 cos® sind 0 1 0 -||sing  cosp O|\. 
0 sin®. cos® siny O0 cosy 0 o1 


"Jede dreireihige eigentlich orthogonale Matrix läßt sich in dieser Form darstellen. 


Betrachten. wir speziell den dreidimensionalen euklidischen Vektorraum 3 der Translationen 


des Raumes und denken uns die Vektoren Tr, , £2, £3 einer Orthonormalbasis durch in einem festen 
— {2.0 


Punkt P angetragene gerichtete Strecken Pe ‚PP,, PPz3 repräsentiert, so beschreibt der ODER 


U, 0129) eine Drehung um den Winkel @ mit it PPs aD: Drehachse. Dabei werden die Strecken PP, und : 


PP, in zueinander senkrechte Strecken PP! und PP übergeführt. Wenden wir nun .den Operator 
RE an, so bedeutet dies, daß wir‘ mit dem Winkel yum Ser Achse PP, drehen. Die Strecken pp! 


und PP, werden dabei in zueinander senkrechte Strecken pp" und PP! HRSIBSIHDIE, Der Operator . 


U: bedeutet schließlich eine Drehung mit.dem Winkel $ um N Achse PP". Die Strecken PP! 


—r 
und PPi werden dabei in zueinander senkrechte Strecken PP, und PP! übergeführt. 
Ist U, = U,3(9) U, 3(p) U12(p), so repräsentieren die paarweise senkrechten Strecken PP}, PP 


und-PP;' die neue Orthonormalbasis U;tı, Utz, U,ts. Jeden eigentlich orthogonalen Operator U, 


Fr 
j Ps 

SR 

= P3 
P3 
V3(0 
= U21p) 
können wir als eine Drehung des dreidimensionalen Raumes um den Punkt P interpretieren (vgl. 


Abb. 13). 


Ist umgekehrt eine Drehung des dreidimensionalen Raumes um einen Punkt P gegeben, so chen 
— .— 
drei paarweise senkrechte te gerichtete Strecken PP; ‚„ PP,, PP3 der Länge 1 in drei ebensolche ge- 


richtete Strecken PP, ppl R PP, R pp" über. Da jedes Tripel paarweise senkrechter gerichteter Strecken 


der Länge 1 eine Orthonormalbasis des Vektorraumes ®“®? repräsentiert, entspricht der gegebenen 

. Drehung eine Abbildung des B®, die eine Orthonormalbasis in eine Orthonormalbasis überführt. 
Man kann sich leicht überlegen, daß diese Abbildung linear und ein eigentlich orthogonaler Ope- 
rator U auf dem Vektorraum ®° ist (vgl. auch Satz XV). 

Zwischen den Drehungen des dreidimensionalen Raumes und den eigentlich orthogonalen Ope- 
ratoren des dreidimensionalen euklidischen Vektorraumes besteht eine umkehrbar eindeutige Be- 
ziehung, die die Bezeichnung ‚‚Drehungen“ für die eigentlich orthogonalen Operatoren noch einmal 
unterstreicht. i j 
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; A 


2°, Wir betrachten im dreidimensionalen euklidischen Vektorraum denjenigen orthogonalen 
Operator U, dem in bezug auf eine feste Orthonormalbasis ®, = fxı, x2, x} die Matrix 


NEE 


RE 
v-|3 Ali 
": 4 4 2 
321253 
4.4 2 
entspricht. Wir bilden das Produkt UU,z(—9) und erhalten 
1 /3 - 
z ur - Zcosp =0 oder tano= 3: 
Es ist also 
7 4.7 
M2=7 oder 92 = E 


Aus der Ungleichung 


1 3 
=:C05P + —- sing =0 
a 


folgt, daß nur der erste Wert in Frage kommt. Es ist 


Be ty 
32 3 2 
und i r = 
2 2 22 
v.u.(-3)-|2 v1] 3.1 1-03 
3 a4 2 2 2 2 
SB o 01 |o 1 
4:4: 2 2 


Wir erhalten die Matrizengleichung 
7 


U= Un (2) - U13(0) Ur; () 


oder die Operatorengleichung 


7 7\. 
U= Us; () Uj3(0) Uj, %): 


Een ee 
Der orthogonale Operator U läßt sich durch eine Drehung um den Vektor x; mit dem Winkel 3 und 


7 7 . Se ee P 
eine Drehung um den Vektor “= Un (5) x, mit dem Winkel = beschreiben. U ist ein eigentlich 


orthogonaler Operator. 
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Ist A ein symmetrischer Operator, dem in bezug auf eine Orthonormalbasis ®, 
die Matrix A entspricht, so folgt aus den Gleichungen (10) und (15) 


A=A. (21) 
Einem symmetrischen Operator A entspricht eine symmetrische Matrix.  _ es 


Ist A ein schiefsymmetrischer Operator, dem in bezug auf eine Orthonormalbasis N 
®, die Matrix A entspricht, so folgt aus den Gleichungen (12) und (15) 


A'=-A. a ne (22) 


Eine derartige Matrix heißt schiefsymmetrisch. \ 
Einem. schiefsymmetrischen Operator A entspricht eine schiefsymmetrische Matrix. 


4. DAS TRANSFORMATIONSGESETZ DER KOORDINATEN | 
EINES VEKTORS IN EINEM EUKLIDISCHEN VEKTORRAUM; 
DAS TRANSFORMATIONSGESETZ DER EINEM OPERATOR 
ZUGEORDNETEN MATRIX j | 
IN EINEM EUKLIDISCHEN VEKTORRAUM ei 


Ist U ein orthogonaler Operator und ®, = wei » 2.3 %7} eine Orthonormalbasis von 
V, so gilt 


 (Ux,, Ur) = (0) = i=h. sn), Dr 


und folglich ist UB®, = (Dr, Ux,} wiederum « eine Orthonormalbasis von V. 
Ist umgekehrt U ein linearer Opekator; der die Orthonormalbasis ®, auf eine Ortho- 
normalbasis UB, = {Ux,. ..., Ux,} abbildet, so gilt für zwei beliebige Vektoren 


a Er, y = In 


(Ux, Uy) 


N 
—n 
GE 
rr 
5 
Ms: 
S 
5 
Nr 
N 
DE 
R 
Ms 
ar 
S 
I 
F 
5 
Dez 


Andererseits ist 


5 (2 n)= 2 men am 


W 


und folglich ist U ein orthogonaler Operator. 
Wir haben folgendes Kriterium bewiesen: 


XV. Ein linearer Operator Ue.s/(V) ist dann und nur dann orthogonal, wenn er 
eine Orthonormalbasis von V auf eine Orthonormalbasis abbildet. 
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Sind BI’ = {x,, ..., x,}; und 8% = {yı, ..-, 31} zwei Orthonormalbasen des 
euklidischen Vektorraumes V, so wird durch die Gleichungen | 


yı = Ux, (i = 1, ... n) 


ein linearer Operator Ue .s/(V) definiert, der nach dem obigen Satz orthogonal ist. 
Es sei U = |v,;|n,n die dem Operator U bezüglich der Orthonormalbasis 8, ent- 
sprechende orthogonale Matrix. Dann erhalten wir aus $11, Nr. 4, Satz VII unter 
Berücksichtigung der Gleichungen (16) folgenden Satz: 


- XVI. Sind Br = (n,..,x,} und 8% = {y,, ...,.9n} zwei Orthonormalbasen des 


. n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes V und ist - 


Yi == 2, Yrıkr :(G —_ 1, “u. n), \ ‚ i A (23) 
Ag 5 : 
so ist U = |vr-ılln,n® O(n) eine orthogonale Matrix, und es gilt 


Sind E15... , &n BZW. Nı> +: Nn die Koordinaten eines Vektors xe V in bezug auf die 
Orthonormalbasis BI? bzw. BP, so gilt 


& = Yunm und = vn Ü=1..,m. | 024) 
ae = = 


Der Zusammenhang zwischen den Koordinaten eines Vektors x in bezug auf ver- 
schiedene Orthonormälbasen eines euklidischen Vektorraumes wird also durch eine 


. orthogonale Matrix vermöge der Gleichungen (24) beschrieben. Die Gleichungen (24) 


werden das Transformationsgesetz der Koordinaten eines Vektors in einem euklidischen : 
Vektorraum genannt. Entsprechend erhalten wir aus $11, Nr. 6, Satz X: 


XVO. Ist Aes/(V) ein linearer Operator auf dem euklidischen Vektorraum V | 
und sind A bzw. A'® die dem Operator A bezüglich der Orthonormalbasen 


BIP = in,...,2} bzw. BP = (is .--» In} zugeordneten quadratischen Matrizen, 


so gilt i i 
AD = UT. 4AD.U und AD = U. 48. U". 05) 


‚Dabei ist U = |v;.;||„,n die durch die Gleichungen 


n n 
vi = y Yrkır j bzw. X = >. Yyır (i = 1, ... n) 
v=1 3 v1 j ; 


‘definierte orthogonale Matrix. 
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5.*PROJEKTOREN; DIE ORTHOGONALE DIREKTE SUMME 


-Zum Schluß dieses Paragraphen betrachten wir die sogenannten Projektoren, die aufs engste mit 
der im vorhergehenden Paragraphen behandelten Orthogonalprojektion eines Vektors auf einen ge- 
gebenen Teilraum zusammenhängen. Wir erinnern den Leser ferner an die Untersuchungen von 
$ 11, Nr. 7 über Projektionsoperatoren. 

Ein. symmetrischer linearer Operator P auf einem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum Y 
heißt Projektor, wenn P? = P ist. ' 

Aus den Ergebnissen von $ 11, Nr. 7 ergibt sich: 


Jeder Projektor P ist ein Projektionsoperator. Ist W = PV derjenige Teilraum.von V, auf den der 
Projektionsoperätor P den Vektorraum V projiziert, so besteht W aus allen und nur den Fixvektoren 
von P. 

Wir beweisen den folgenden Satz 


XVIM. Sind P, und P; Projektoren auf dem euklidischen Vektorraum V, die der Gleichung 
P,PR=0O ode PRP=0O ec 026) 
genügen, so sind die zugehörigen Teilräume W, = P,V und w, = P,V orthogonal. 


Zum Beweis betrachten wir einen Vektor x, € W, und einen Vektor x, € W,. Dann: gilt für das 
Skalarprodukt dieser Vektoren 


(X1, %2) - (Pıxı; P.x.) = (X, P,P3x,) = (PPıxı, x)=0 
und die Vektoren x, undx, sind zueinander orthogonal. ; 
Ist P ein Projektor auf dem euklidischen Vektorraum VundP' = E- P, so ist auch P'.ein Projektor. 
Es gilt nämlich 
(P'2,) = (E- P)x,y) = (Ex - Px,y) = (x, 9) - (Px,y) 
= (9) - & Py)= (x Ey - P)= (s(E-P)y)=(@&,P'y). 
Der Operator P’ ist also symmetrisch, und nach $ 11, Nr. 7, Satz XVII genügt er ätch der Gleichung 
2 
er die zugehörigen Teilräume W = PV und W' = PV’ gilt (vglabermals $ 11, Nr. 7, Satz XVIH) 
V=W4iW', i07)) 


und nach Satz XVII sind die Teilräume W und W’ zueinander orthogonal. 
Wir sagen: Y ist die orthogonale direkte Summe von W und W'. 
IstxeV, so gilt: : x 


x=Pxı+P'x. 


Dabei ist P’x e W', und folglich ist P’x ein zu allen Vektoren aus W orthogonaler Vektor. Da über- 
dies Px € W ist, ist Px = x die Orthogonalprojektion von x auf den Teilraum W und P'x= 
das Lot von x auf den Teilraum W. i 

Betrachten wir nun einen beliebigen Teilraum W des euklidischen Vektorraumes Y und. definieren 
eine Abbildung ?P von Vin W durch ; 


Px = xp), 


wobei x”. die Orthogonalprojektion von x auf W bezeichnet, so läßt sich beweisen, daß Pe ein Pro- 
jektor auf dem euklidischen Vektorraum V und W = PP ist. 

Ist zunächst ve W, so gilt x= x -+ o, und o istein zu allen Vektoren aus W orthogonaler Vektor, 
also ist x = x und Pr = x = x. Ist nun x ein beliebiger Vektor aus V, so ist Pre W, und nach 
dem soeben Bemerkten ist P?x = P(Px) = Px. Es gilt also P? = Pund PV= W.Es bleibt z zu zeigen, 
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daß P ein linearer Operator ist und der Symmetriebedingung (9) genügt. Es ei x=- x + x", 
= yP + yD, dann ist xy Hy + xD + pm, und e es ist ae + y®Pe W. Ferner gilt für 
in Vektor ze W 5 
(@ xD +50) = (20) + (2, „o) -0 
und x + y® ist. zu allen Vektoren zeW et Infolgedessen ist x(?? + y(® die Orthogonal- 
PEOJ-KUon vonx+ yauf W, und es gilt 
Pix + y) = x + y® = Pr + Py. 
Entsprechend beweist man die Gleichung P(ax) = &Px. Betrachten wir die ERMALIDISÄUNE (Px,y) 
und (x, Py), so gilt 
(Px, y) = (x, yo + y0) = (9, yo) + @o, yDy)= (x, yo), 
da y‘ zu allen Vektoren aus W,:also auch zu x(P orthogonal ist. Andererseits ist 
(x, Py) = an (a) + xD, y®) = = Gw, y®) + (D, y) pe (x), yo), 
da auch x zu allen Vektoren aus W, also auch zu yP? orthögonal ist. Aus beiden Gleichungen folgt 
(Px, y) = (x, Py) j 


für je zwei Vektoren x, ye& V. P ist ein symmetrischer Operator und damit ein Projektor. 
Wir fassen unser Ergebnis zusammen: 


XIX. Ist W ein Teilraum des euklidischen Vektorraumes V, so gibt es einen Projektor Pe.sZ(V), 
so daß W = PV der Raum aller Fixvektoren des Projektors P ist. Der Operator P'=E- Pe(V) 
ist ebenfalls ein Projektor, und der Raum seiner Fixvektoren W' = P'V ist zu W orthogonal. Darüber 
hinaus ist V die orthogonale direkte Summe der Teilräume.W und W". 


Den Teilraum W’ nennt man auch das orthogonale Komplement zu W und bezeichnet ihn mit W+. 
Offenbar ist W das orthogonale Komplement zu Wt, so daß (W+)T = W ist. 

Die im vorhergehenden Paragraphen betrachtete. Zerlegung eines Vektors in seine Orthogonal- 
projektion und sein Lot auf einen Teilraum W entspricht der Zerlegung des euklidischen Vektorrau- 
‚mes V in die orthogonale direkte Summe des linearen Teilraumes W und seines orthogonalen Kom: 
plements W+., j 


? 


6. AUFGABEN : 


1.* Man betrachte den in $16, Nr.'6, Aufgabe 3 genannten euklidischen Vektorraum P, und zerlege 
den Operator D (vgl. $ 11, Nr. 2, 1°) in seinen symmetrischen und seinen antisymmetrischen Anteil. 


2. Ist V® der dreidimensionale euklidische Vektorraum und ®, = (x, X2, x3} eine ausgezeich- 
nete Orthonormalbasis, so definieren die Matrizen 


-100 100 
E®=|| 010, E®=||0 -10 
001 o 01 


uneigentlich orthogonale Operatoren ZW, E®, Man bestimme die eigentlich orthogonalen Opera- 
toren UP, U2, für die die Gleichungen i 


EÜ = UWE_, E? = U®E_ 


i 


gelten, sowie die ihnen entsprechenden Matrizen. 
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3. Man berechne die reellen Eigenwerte des im zweidimensionalen euklidischen Vektorraum v2 
in bezug auf eine feste Normalbasis ®, = (xsı r x2} durch die Matrix“ 


aß 
ß &2 


gegebenen symmetrischen Operators A und bestimme die zu den Eigenwerten gehörenden Eigen- 


A= 


räume. 


4.* Nach Satz II wird durch die Gleichung 

= 

eine Abbildung /* von V* in Y definiert. Man zeige: I* ist ein Isomorphismus. des dualen Vektor- 

raumes V * auf den Vektorraum V, und es gilt Eu 
(z*, x) = (I*z*, x). 

Durch die Gleichung 
(z*, z*) ee (I*z*, 1*z*) 

wird in V* eine positiv definite quadratische Form definiert, und Y* kann als euklidischer Vektor- 


raum aufgefaßt werden. Der Isomorphismus 7* ist’eine Isometrie des euklidischen. Vektorraumes Y* 
auf den euklidischen Vektorraum V. ; 


5. Warum bilden die regulären symmetrischen Operatoren keine Gruppe bezüglich de für lineare 


“ Operatoren erklärten Multiplikation? 


- 


Warum bilden die regulären schiefsymmetrischen Operatoren keine Gruppe bezüglich der für 
lineare Operatoren erklärten Multiplikation? E " 


6.* Das Produkt P,P, zweier Projektoren P,;.P, ist dann. und: nur dann e ein Projektor, wenn 


‚PıPz = P;P, ist. 


7.* Die Summe ? = Pı ++ Pr der Projektoren P,; Be P,„ist dann und nur dann ein Projektor, 
wenn P;P,;= O für i #j ist; PP ist dann die orthogonale direkte Summe der Teilräume PP, ..., PaV. 


$19. DIE NORMALFORM SYMMETRISCHER, 
SCHIEFSYMMETRISCHER UND 
ORTHOGONALER OPERATOREN 


1. EINLEITUNG 


Für die im Titel dieses Paragraphen genannten Klassen linearer Operatoren auf einem 
euklidischen Vektorraum werden sogenannte Normalformen angegeben. Das be- 
deutet folgendes: Zu einem festen symmetrischen, schiefsymmetrischen oder ortho- 
gonalen Operator auf einem euklidischen Vektorraum wird eine Orthonormalbasis 
des euklidischen ‚Vektorraumes derart bestimmt, daß die dem betrachteten Operator 
in bezug auf diese Orthonormalbasis entsprechende Matrix eine besonders einfache 
Gestalt hat. Diese Matrix nennt man die Normalform des betrachteten Operators. 
An ihr läßt sich in einfacher Weise ablesen, wie der gegebene Operator auf den eukli- 
dischen Vektorraum wirkt. Ein wichtiges Hilfsmittel für unsere Untersuchungen sind 


. die in $11, Nr. 6 eingeführten Begriffe Eigenwert und Eigenvektor eines linearen 


Operators. 
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2. DIE ZERLEGUNG DER CHARAKTERISTISCHEN FUNKTION; 
EIN- UND ZWEIDIMENSIONALE INVARIANTE TEILRÄUME 


Die Eigenwerte eines linearen Operators kann man nach $ 13, Nr. 6,; Satz XIX als 
die reellen Nullstellen seiner charakteristischen Funktion bestimmen. Die charakteri- 
stische Funktion eines linearen Operators spielt in den folgenden Überlegungen 
eine wesentliche Rolle, und wir geben zunächst einige Sätze an, deren Beweise über 
den Rahmen dieses Buches hinausgehen, so daß wir gezwungen sind, sie zu unter- 
drücken. 

Ist f,(x) die eraltrsche Funktion eines linearen Operators A auf dem n-dimen- 
sionalen euklidischen Vektorraum V, so gilt 


Sa) = DI @- A) @& An). q) 


Die Nullstellen 3, y., A" der ganzen rationalen Funktion f(x) sind komplexe Zahlen. 

Wir nehmen an, daß unter den z komplexen Zahlen },, ..., A, s reelle Zahlen vor- 
kommen (0 < s < n) und wählen die Indizierung so, daß A,, ..., A, die reellen Null-, 
stellen von f4(x) bezeichnen. 

It}, =0, +ir, (s <j< n) eine nicht reelle Nullstelle von f(x), so ist auch die: 
konjugiert komplexe Zahl. 4, = o, — ir, eine Nullstelle: von f4(x). Es gibt also einen 
Index j’ (s <j'< n), so daß A, = A, ist. Insbesondere-ist a — s eine ‚gerade Zahl. 
Wir setzen n — s = 2:t und wählen die Indizierung der Nullstellen so, daß A = Ar 
"Gj=s+1l,..,s+ f) ist. Die Gleichung (1) können wir dann in der Form 


Sa) = Dr - A) @- A) @- Ari) A) Arı) er (@ Arn) 
schr.iben (s + 2:1 = n). ) 


Wir weisen den Leser daraufhin, daß dies+t kuuplexen Zahlen Ay. Ay, , Dicht alle verschieden 
zu sein brauchen. 


Ist A, 1<j<s)eine reelle Nullstelle von f. 40%), so ist A, ein Eigenwert des Ope- 
rators A, und es gibt einen Eigenvektor x zum Eigenwert A,. Es gilt Ax = A,x, und 
L({x}) ist ein eindimensionaler bezüglich A invarianter Teilraum von V. 

It ),;=0, + ir,A,=0,—-it,(s <j<sH+t) ein Paar nicht reeller konjugiert 
komplexer Nullstellen .(r, + 0) von f4(x), so können wir ‚diesen Nullstellen einen 
zweidimensionalen, bezüglich A invarianten Teilraum von V: zuordnen. Dazu be- 
trachten wir die Gleichungen 


(A a) 


-Tx +(A-0D)y=0o 0 


It B=[z,,...,z,} eine beliebige Basis von V and ist x= at +&z: 


y=Erız tt + En, sowie Az, = > ze Ü=1..., N), so erhalten wir aus 
: vZ1 
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den Gleichungen S das folgende homogene Iineäee Gleichungssystem von 2: n Glei- 
chungen in &,, ..-, Ea.n: i 


(1 -0,)°E +++ Kun nt Tr &ntı i =0,] 
Kıdı tt Be ; i j 0, 
dit a (Pen Du: a (3) 
FU j + (&ı Enrı + 2 + &ın &2n= 0; 

+: Kit + Kan End, 
E Tj' Et Onı "Enrı +: + (m = ) En 0: 


Dieses homogene lineare Gleichungssystem besitzt dann und nur dann, eine nicht- 
triviale Lösung, wenn die Determinante seiner K.oeffizientenmatrix den Wert Null 
hat. 5 
Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems (3).schreiben wir in der 


ee, 


-tE A-G;Ell 


Dabei ist A = ||a;-;!|n,n die dem Operator A bezüglich ® entsprechende n-reihige 
en Matrix und E die n-reihige quadratische Einheitsmatrix. Da die Matrizen 

— .0;E und 7,E vertauschbar sind, gilt nach $ 13, Nr. 7, Formel (22) für den Wert 
pr Determinante der Koeffizientenmatrix 


A-oE TE 

-tE A-o;E\ 

Wie man unmittelbar nachrechnet, ist 
 (A-GEP’ +(E’ = (A-6; +M)E) (A- (0 -i)E), 


und wir erhalten 


A-o;E TE |_ dA] 
SE An ag) = dein A AB) (A AB) 


det,., = det, |(A - ;E)? + (TE). 


det;.. 


= det„|4 — A,E| det, |A — A,E| 
‚ = 40) Sal) = 2. 
Das lineare Gleichungssystem (3) besitzt also eine nichttriviale Lösung, und folglich 


gibt es zwei Vektoren x und y, von denen wenigstens einer, etwa x, vom Nullvektor 
‚ verschieden ist, so daß 


Ax=0x— 7, 2 


(4) 
Ay =Tx + o0jy \ 
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ist. Betrachten wir den von x und y in’ V erzeugten linearen Teilraum L({x, y}), so 
ist L({x,y}) ein bezüglich A invarianter Teilraum, und es gilt dim L({x, y}) 2 1. 
Wäre dim L({x, y}) = 1, so wäre y = ax mit einer reellen Zahl «. Setzen wir dies 
in die Gleichungen (4) ein, so erhalten wir- 


Ax=0x-(1,o)x und Aax= 1x +(o,0)x. 


Dann wäre 7, = 7° a?, woraus 7; = 0 folgt, im Widerspruch zur Voraussetzung. 
Der lineare Teilraum Lfx, Di ist ein zweidimensionaler, bezüglich A invarianter 
Teilraum von V. i 


1. Ist A ein linearer Operator auf dem euklidischen Vektorraum V, so gibt es zu jeder 
reellen Nullstelle), (1 <j < s) der charakteristischen Funktion f(x) einen eindimen- 
sionalen, bezüglich A invarianten Teilraum von V, und'zu jedem Paar nicht reeller 
konjugiert komplexer Nullstellen A}, = 0, +ir, ,=0o,-i, s<j<n;T, #0) 
existiert ein zweidimensionaler, bezüglich A invarianter Teilraum von V.. 


Als Folgerung erhalten wir aus diesem Satz: 


II. Ist A ein linearer Operator auf dem n-dimensionulen euklidischen Vektorraum V 
und ist n eine ungerade Zahl, so besitzt f(x) stets eine reelle Nullstelle, und in V exi- 
stiert ein eindimensionaler, bezüglich A invarianter Teilraum. 


3. DIE NORMALFORM SYMMETRISCHER OPERATÖREN; 
*DIE SPEKTRALZERLEGUNG j 
SYMMETRISCHER OPERATOREN, 


Es sei A es V) ein. symmetrischer Operator auf dem n-dimensionalen euklidischen 
Vektorraum V. Wir betrachten seine charakteristische Funktion 


Ja) = (Dr = A) A) ee Aa) @& > Asa)" (x - gr Ay) x = LERO FR 


Ist s <n, so besitzt die charakteristische Funktion Jı(x) ein Paar konjugiert kom- 
plexer nicht reeller Nullstellen , = 0, + 17,4, =0,- iu, (s<jsn;1, #0) Es 


J>tj 
‚sei W = L({x,y}) der im vorhergehenden Abschnitt bestimmte zweidimensionale, 


bezüglich 4 invariante Teilraum von V. Da der’ Operator A den Teilraum W in 
sich abbildet, definieren wir einen linearen Operator Ay es/(W) durch die Gleichung 


Ayz=4Az (zeW). 
Def. 2 


Sind z, ,.2, beliebige Vektoren aus W, so gilt offenbar 
(Awzı , 22) = (A21,.22) = (21, AZ) = (21, Awz2), 


und wir erhälten: A, ist ein symmetrischer linearer Operator auf dem Teilraum W. 
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N. 


Es sei y, , y, eine Orthonormalbasis des Teilraumes W und 
Awyı = Bııyı + Baıd2> 
Awy2 = Pı2yı + P22)2- 


Da A, ein symmetrischer Operator ist, ist die ihm zugeordnete Matrix symmetrisch, 
und es gilt 


' 


12 = Ba1- 
Für die charakteristische Funktion des Operators 4, erhalten wir 
ER 
det (Ay — XE) = Pıs Pız = - (Pıı + Ba2) x + (Bir B22 — Bio). 
- Pız -B22 —- x j 


Aus den. Gleichungen (4) und der Definitionsgleichung des Operators Ay folgt 


andererseits für die den Teilraum W erzeugenden Vektoren x und y' 
Awx = x 1P, 


Ayy = 7x + 2 
und damit 
det (Ay -xE)= | 9 


2 2 2 
=x" — 2.0, x+(0 +75). 
per S Br (0; 5) 


Es ist aup" 


x” —-(Bıı + Ba) x+ Ba: B22 - Bi) =x” - 2:0,.x+(07 +) 
oder 


Basen und Buß -B=e eg 
Betrachten wir den Ausdruck 

(Bıı + B2)? — 4: a B22 - Bi) = 407 -4°(0 +75), 
so erhalten wir | 

Bi - Ba)’ +4 Pi = -4°%, 


was unmöglich ist. Die linke Seite dieser- Gleichung ist nämlich stets > 0, während 
aus unserer Voraussetzung 7, $ 0 folgt, daß die rechte Seite, negativ ist.-Die An- 
nahme s < n führt zum Widerspruch, und wir erhalten den wichtigen Satz 


III. Die Nullstellen der charakteristischen Funktion eines symmetrischen Operators 
sind alle reell: 


\ 


SI = RM) nd eier. 5) 


Bezeichnen wir mit A, , ..., Am die verschiedenen Nullstellen der charakteristischen 


Funktion f4(x), d. h. die verschiedenen reellen Eigenwerte des symmetrischen Ope- 
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zators A, und fassen in der Gleichung (5) eIEI8 Nulistellen zusammen, so erhält 
fu) die Gestalt 


LS) = C- Da A. (6) 
Die positiven Pe Bis ++» Um ed die Vielfachheiten der verschiedenen 
Nullstellen Aı, ..., A„ genannt. Es giltu, + + men. 


Wir beirachten. nun einen Eigenwert 4, 1 < ism). Es sei Ru der Zürchönge 
Eigenraum. Dann ist nach $ Il, Nr. 6, Satz XVI 


dimWA)=n—-rA-AE)=dA-AE). 


Wir. bezeichnen die Dimension von W(},) mit v, und wählen eine Orthonormal- 
basis x,,....,x,, von W(4,), die wir zu einer Orthonormalbasis ®, = {X ...,%n} 
des euklidischen Vektorraumes V ergänzen. Berechnen wir die symmetrische Matrix 

A = ©y,(A), die dem symmetrischen Operator A in bezug auf diese Basis zugeordnet 
ist, so gilt 


Asa  G=ehesm), 
Ax= ) app QU=ntlh.,n. 
j-1 


. Dabei können wir. die Koeffizienten & ‚in der Form 
= (x, Ax;) Ges+la nj =h...,M 
schreiben. Fürj=»,+1,..,nundj’ = 1, ..., », gilt aber 
A; = (&, AR) = (Ar, 2) = Ar ar) = 0, 
. und es ist | 
 Ax,; = y X QG=smthb.,m. . (7) 


Je 


Die Matrix A hat also die Form 


40..00 BR) 
04.00 .. 0 
A=|00..%0 .. 0 j u) 
0 0 . 0 Kytt,vert .. Kyti,n 
00. ee, Sri 


Aus der Gleichung (7) folgt überdies: . 


Der Teilraum W'(A,) = L({x, 415 --- Xn}) ist invariant bezüglich A. 
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Bezeichnen wir mit A”® die in der rechten unteren Ecke der symmetrischen Matrix A 
stehende symmetrische Teilmatrix, so ist. i 


Ky+l,vi+1 ı Ay+ı,n 


AD = 


On,viti » Onn 
und für die charakteristische Funktion f,(&) gilt 
Sa) = (1° @& A)" det,_,, 1499 — xEl. 
Es ist also 
(Da Ay - At Ann =D" 08 = Ay" det, 149 — xEl, 


und da die reellen Zahlen Ars 2.5 Am nach Voraussetzung "voneinander verschieden 
sind, folgt v,; < u, oder 


(-1" (x A) X AT Ar (1): det,_,, ar? xEl. 


Aus der Gleichung r(4 — AE). = n — v, und der Darstellung (8) der Matrix A 
ergibt sich, daß 4" — A,E eine reguläre Matrix ist. Es ist det, AU” — LE] #0, 
und aus der obigen Gleichung folgt, daß u, — v; = = 0 sein muß. Wir haben fest- 
. gestellt: 


IV. Die Dimension des Eigenraumes W(},), der zum Eigenwert }, ds <i<m) des 
symmetrischen Operators Ae s/(V) gehört, ist gleich der Vielfachheit der Nullstelle A, 
der charakteristischen Funktion f4(x). 


Wir betrachten die Eigenräume Wü), = „ WG) der Dimensionen #1; ---, 4m für 
die verschiedenen Eigenwerte A, ,..., An und änlens in jedem dieser Eisenriume eine 
Gy) Ay) (23) (ip) Am) Gm) 
Orthonormälbasis ai Ka Ale Fk A 
Day, +. + m=nist, ‚erhalten wir. n Vektoren, die ein Orthonormalsystem, also 
G) aD 
eine Orthonormalbasis vonV bilden. Zunächst ist ( X%,% )- =1 für j=]1,..„nnach 
BE? Pe am Ga 
Wahl der Vektoren > x. Betrachten wir den Wert des Skalarproduktes ( A “ für 
GN) a9 [0,9) 2) 
J.#+J, so ist. nach, Definition 2 je = 0, wenn i’ =iist, d.h., wenn x, und x, 
[19} 
dem gleichen Eigenraum wa) angehören. Ist i’ # i, so gehören die Vektoren x, 
Ga) AN Ay 
und x, verschiedenen Eigenräumen an, und aus $ 18, Nr. 2, Satz VII folgt a e 


= (). 
V. Ist Ace A v) ein symmerrischer linearer Operator, so gibt es eine Orthonormal- 


a m) 
basis gm _ Sr Be li des: ‚euklidischen Vektorraumes V, die aus Eigenvektoren 


des Operators A besteht. 
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Die Matrix A = Byw(A) des Operators A in bezug auf eine derart ausgezeichnete 
Basis nennen wir eine Normalform des symineirischen Operators A. 
Es ist 
5 0 


w ne Be 
n : a: o 
A 
0 Anı 
eine Diagonalmatrix, in deren Hauptdiagonale die Nullstellen der charakteristischen 
Funktion stehen, und zwar jede mit der ihr zukommenden Vielfachheit. Ordnen wir - 
die verschiedenen Eigenwerte A,, ..., A, nach der Größe, A, <A, << Ay, $ 
ist die Matrix 4° durch den Operator A eindeutig bestimmt, und wir sprechen von 
der Normalform des symmetrischen Operators A. 7 
Ist A eine beliebige symmetrische Matrix und A e .s/(V) der symmetrische Operator, 
dem.die Matrix A bei einer festen Orthonormalbasis entspricht, so erhalten wir durch 
Übergang zu einer Orthonormalbasis von Eigenvektoren des Operators A aus $ 18, 
Nr. 4, Satz XVII: 


V1. Zu jeder symmetrischen Matrix A gibt es eine orthogonale Matrix U, so daß 
A=U-A®-UT und AD = U!-4-U 


ist. Dabei ist A“® die durch die Gleichung (9) gegebene Diagonalmatrix, in deren Haupt- 
diagonale die nach der Größe geordneten Eigenwerte der Matrix A mit den entsprechen- 
den Vielfachheiten stehen. 

Die Matrix A® wird die euklidische Normalform der symmetrischen Matrix A ge- 
nannt. 


1°. Als Beispiel betrachten wir den vierdimensionalen.euklidischen Vektorraum V(® und den 
symmetrischen Operator A, dem in bezug auf eine fee Orthonormalbasis ®, = (x; X2,%3, x) 
die symmetrische Matrix 


3.23.22. 

3.2.2221 
A=-| 2-2 10 2 

1-1.0 4 


entspricht. Es ist 


ode xE) = det A -xEl|, 
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und wir.erhalten A 
a se et N 


-3 2-x -2 —1 173 x2-x 2 1 
-2:-2 I-x 0| |)-3-x -2 1=-x 0| 
rel 0 4-x 0 1 0 4-x 
ı1 0 e, i ng: 22 N 
er el ale „ei 
SED ar 0 RENT | ira 
0. 3-x 0 4-x 01 04-x 
< 100 0 
SERIEN ua ls OR EZ, 5 ee, 
Eee ee ed. 
0:1 0-4-x 


oder LO) = +3 - 32. - 69). 


Der symmetrische Operator A besitzt die Eigenwerte —3, 3, 6. 


Wir betrachten den Eigenwert —3, Den zugehörigen Eigenraum W(-3) erhalten wir als Lösungs- 
raum der homogenen Vektorgleichung . ; 


(A+3E)x=o.: 


Setzen wir x= x +& + E3x3 + Eaxa, so ist diese homogene Gleichung dem folgenden homo- 
genen Gleichungssystem äquivalent: 


5.43.62 2.63 + &u=0, 
3.6, 45-8 - 2.8; &4=0, 
2.6, — 28, +4:-8 : =0, 
au 5 +7.&,=0, 
dessen letzte drei Gleichungen linear unabhängig sind: Eine einfache Umformung dieser Gleichungen 


eb 3.45.52: B=0, 
8.85, +8.& -2.&=0, 
u +7.&4=0, 


und wir erhalten als Lösung &, =, =&,&-0. 
Der Vektor 
3) u 1 1 
x —=eXı rer Hex 
3 3 3 


ist ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert —3: 
Der zum Eigenwert +3 gehörende zweidimensionale Eigenraum W(3) ist der Lösungsraum der 
homogenen Vektorgleichung 


(A-3E)x=o, 
der für x = Ex, + Eax2 + $3%3 + &32, das homogene lineare Gleichungssystem 
- 5-3.8-2&8+ &=0, 
3.45 &-2:5- &=0, 
2:8, 2.62 2-85 =0, 
a- & + &=0 
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entspricht. Die letzten beiden Gleichungen sind linear unabhängig, und aus ihnen folgt 
& = —£&, & = +2. +&. 


Setzen wir einmal &, = 1, & = 0 und zum anderen &, = 0, &, = 1, so erhalten wir zwei linear un- 
abhängige Vektoren - 


= +%,-2%, und y=-n +3 +%, 
die den Eigenraum W (3) erzeugen. Wenn wir den Vektor x normieren, so ergibt sich 2 
(3 1 1 2 
6 N 7 
[6)) 


% - . . . y Re 
als normierter Eigenvektor zum Eigenwert 3. Wir bestimmen einen Vektor y’=y + x durch das 


x3 


i BEE 3 . P 
Orthogonalisierungsverfahren. Es ergibtsich «= 76’ und wenn wir den Vektor p’ noch normieren, 
6 


folgt 
@ 41 1 2 
y= -—ut = XKıt ax. 
le fe, A 


3) ; j 
Die Vektoren x, y bilden eine Orthonormalbasis des Eigenraumes W(3). 


Für den Eigenwert 6 müssen wir schließlich die homogene Vektorgleichung 
A- 6E )x=o 
oder das höinagene lineare Gleichungssystem 
4.5,-3.5-2.5+ &=0, 
-3.5-4.5-25- &=0, 
2.4, -2:.&—-5.& =0, 
&- 0.0 24,=0 
lösen. Die letzten drei Gleichungen sind linear unabhängig, und eine einfache Umformung ergibt 
3.5, -4.5-25-&=0, 
2:6, —2-82—5-.& =0, 
TE +7-.& +48; =0. 
Als Lösung erhalten wir &, = —£&2 = &,, &3 = 0. Der Vektor 
(0) 1 1. 1 . 


x= —ı - enter 
3 307 


ist ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert 6. 
HIN i 2a: 
Die Vektoren x ; x, y; x bilden eine Orthonormalbasis des vierdimensionalen euklidischen Vektor- 


raumes V(®, die aus Eigenvektoren des symmetrischen Operators A besteht. In bezug auf diese 
Orthonormalbasis entspricht dem symmetrischen Operator A die Normalform 


-3000 
0300 
0030| 
0006 


4m = 
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Der Übergang von der Orthonormalbasis Bo zu der oben angegebenen Orthonormalbasis von 
Eigenvektoren des Operators 4 wird durch die orthogonale Matrix 


[IV v6 Vs 93 
1 1 j 
3 Ns Je 3 

0 0 

ae, 

Je: Ja 

beschrieben. Infolgedessen gelten die ‚Matrizengleichungen 


AmD= UT-A-U und A=U-AW- UT, 


*Wir betrachten noch einmal die paarweise orthogonalen Eigenräume W(,), .-:, W(A,) mit ihren 


[6:99) [6,26) Am) Am) 
Orthonormalbasen Rn y Kygd rd Rygkentymoi4lr 9 Xn  ISt XE Veein beliebiger Vektor und 
[7 99) Ay Am) Gm) 


= terre t Eyıre -#Vm_ıt+1Xvir- Bi + En 


so ist 
(A) A) 
= ++, E WA) 


die Orthogonalprojektion von x auf den Teilraum WO). 


Entsprechend sind 
053) j aD, Gm) Am) 


2) _ ei um) _ ae 
DIE rt ten a ET = mtl vet r Fr En 


die Orthogonalprojektionen von x auf die Teilräume W(A,), ..., W(A„). Zu jedem Vektor x € Y gibt 
es also m eindeutig bestimmte paarweise orthogonale Vektoren x, ..., x aus W(A,), ---, WA), 
sodaß x= x’ +... + x ist. Wir schreiben dafür auch 


V=-WiA) + + WO) 


und sagen: Der euklidische Vektorraum V ist die orthogonale direkte Summe der paarweise.orthogonalen 
Eigenräume W(4,), ---, W(Am) des symmetrischen Operators A. Sind Pı, ..., Pm die in $18, Nr.5 
definierten Projektoren von V auf die Eigenräume W(A,), ..:, W (A), so gilt 


5 = PıX m — Pax; 
und für jedes xe V erhalten wir 
x=Pıx+-+Pax=(Pı ++ Pmx. 
oder 
P, ++ Pn=E. 
Sindx undy beliebige Vektoren aus V und ist J' #5; so ist Pıx € Wwä,), Py € W(,), und da die 
Eigenräume: W(A,,) und W(A,) zueinander BEER sind, gilt 


Pyx, P,y) = (P;P»x, y) = (x, P»P,y) = 
woraus 

P,P,= PP, = O' für jzj' 
folgt. 
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‘ Wenden wir den symmetrischen Operaler 4:auf den Vektor : zer) 4... 4 xm ey an, so’er- 


- halten wir 


Ax= AV +. 4 Arm = 4,20 + ER ey Bu 2) 
= AP) + + An Pa) = AuPı + tr AnP) X: 
Es gilt der folgende Spektralsatz: 


VII Ist A ein symmetrischer Operator auf dem euklidischen Vektorraum V, so gibt es m verschiedene 
reelle Zahlen Ay, ..-, A, und m vom Nulloperator verschiedene Projektoren P,, ..., P,. so daß 


1. P,P,= P;Pı= 0 für J#&J), 
2Pıt-+Pm=E 
en 


ist. Die Zahlen A,, .--, Am und die Projektoren P,, ..., Pm sind durch den symmetrischen Operator A’ 
als Eigenwerte von A bzw. als Projektoren auf die zugehörigen Eigenräume eindeutig bestimmt. 


Es bleibt noch die letzte Aussage des Satzes VII-zu beweisen. Ist e* € V ein beliebiger Vektor, so 


gilt für jedes i = 1, .:.,m 


(AP) x = (APP + + AP; „P) x= AP? = APıx. 


Da P, + O vorausgesetzt ist, gibt es einen Vektor xe V, so daß P;x + o ist. Dann ist aber A, Eigen- 
wert des Operators A und P;x Eigenvektor zum Eigenwert A,. Ist W(A,) der zu A, gehörende Eigen- 
raum, so folgt aus der obigen Gleichung überdies, daß P,V = W’(A,) ist. Die Teilräume P;V sind also 
als Teilrfäume der paarweise orthogonalen Eigenräume ebenfalls paarweise orthogonal, und aus der 
Gleichung 


x=Ex=(P, + +PJ)x=Pırt + Pax a 
die für jedes x € V gilt, folgt 
i PVY+-- + P.Y=V. 
Dann isı aber 

dim PP + -- + dim P„V 2 dim (PıV + -- + P,M)=n 
Andererseits ist dim P,V s 0 WA.) für a =1,..,mund j 

dim WO.) + +dim WO,)=n. 
Hieralis folgt unmittelbar dim P,V = dim W Pa) oder PV = WG) für i=1,..,m. Das war die ' 


Behauptung. , 


4 DIE NORMALFORM SCHIEFSYMMETRISCHER 
OPERATOREN 


Es sei nun de. s/(V) ein schiefsymmetrischer Operator. Nach 818, Nr. 2, Satz IX 


_ besitzt die charakteristische Funktion f4(x) höchstens: die Zahl 0 als reelle Nullstelle, 


und wir schreiben 


ER (10) 


Dabei ist wie früher s +2 1=n,s20, und, =, +1,4,=0,-m(<j<t; 
T, + 0) ist ein Paar nicht reeller konjugiert komplexer Nullstellen von f4(x). 
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Ist A vom Nulloperator verschieden, so ist £ > 1, und.es gibt wenigstens ein Paar 
nicht reeller konjugiert komplexer Nullstellen A,; A, (1 <j<t) von f4(x). Es sei 
W=LU({x,y}) der in Nr. 2. bestimmte zweidimensionale bezüglich A invariante 
Teilraum. Wie im Fall eines symmetrischen Operators A definieren wir einen linearen 
Operator Ay € Z/(W) durch 


Ayz=4Az (zeW). 
Def. 


Sind z,, z, beliebige Vektoren aus W, so gilt 
(Awzı, 22) = (Ai, 22) = (2, Az,) = —(2,, Aw22), 


und folglich ist Ay ein schiefsymmetrischer Operator auf dem Teilraum W. Es sei 
yı, J, eine Orthonormalbasis des Teilraumes W und 


Aywyı = Pııyı + ß21Y2; 
Awyı = BızYyı + P22Y>- 


‚ Aus der Schiefsymmetrie des Operators A, folgt die Schiefsymmetrie dee ihm zuge- 
ordneten Matrix, und es ist 


Bıı = B22 =0 und ßı2 = -Bai- 
Bezeichnen wir ß,, mit ß, so ist 
Awyı =Py; und Ayyı = -Byı, 
und für die'charakteristische Funktion des Operators A, erhalten wir 


Be Bi = x + ß?. 


. Andererseits gilt wie im Fall eines symmetrischen Operators A. . 


det (Ay - xE) = x” - 2-0, :x4 (0? + 72), 


det (Ay — xE) = 


und aus dem Vergleich der beiden letzten En folgt o,=-0,T,;,= Ei Für 

das Paar konjugiert komplexer Nullstellen A,, A, von f, 1%) ergibt sich A, = BA, = —-iß 

oder A, = -iß, A, = iß. 
Wir erhalten den wichtigen Satz 


VII. Die von 0 verschiedenen Nullstellen der charakteristischen Funktion eines 
schiefsymmetrischen Operators A sind rein imaginär: 


1) = N ee. 
Däbei sind ß, ,...., ß, 0. B.d. A. positive reelle Zahlen. u 


Ist s > 0, so sei W(0) der zum Eigenwert 0 gehörende Eigenraum, dessen Dimension 
wir mit » bezeichnen. Da W(0) der Kern des Operators A ist, gilt» = n — r(A). Wir 
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Dabei ist 
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wählen eine Orthonormalbasis X, «.., x, des Teilraumes W(0) und ergänzen sie durch 


Xy419 5%, Zu einer Orthonormalbasis ®, = {x,, ..., x,} von V. Die dem schief- 
symmetrischen Operator A in bezug auf diese Basis zugeordnete Matrix erhalten wir 


aus den Gleichungen 


Ax, =0o r (j = 1, .... v), 


Ax, = 3 Kap Me N). 


ar: = (2, Ax,) = —(Ax,. „a)= Op, ; 


. und für j = j’ sowie j’ = 1, ..., » gilt 


&yr. = 0. 
Daraus folgt 


n B 
Ay= % a =rtl,.,n, 
Jzevtl . i 


und für die schiefsymmetrische Matrix A = G,(4) ergibt sich 


0..00. 0 .. 0 
0... 00 000.0 
A= Ö... 00 OKy+1,v+2 Ye Ry+i,n s 
0...0 Ry4+2,v+1 0 am &y+2,n 
le ar an 


(12) 


(13) 


Dar(A4) = n - vgilt, ist die in der rechten unteren HERE stehende schiefeymmetrische 


Matrix 


0 asia oe Ry+lın 
AN = Ry+2,v+1 0 . Oy+2,n 


On,y+i In,v+2 0 
regulär. Andererseits ist 


Fake) = det, 14 — xEI = (=D +2 det,-, 14 — xEI 


und damit 


(= 1)" x? (x IE iBı) = (x kz iß,) A (x + ip.) ... (x + iß,) 
= (-1’-det,_, Am xEl. 


= (DB) RB) +) + ih) 
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Aus der Regularität der Matrix 4“ folgt det,., 4 — 0E] + 0, und folglich muß 


s — » = 0 sein. Entsprechend dem Fall eines symmetrischen Operators erhalten wir 
den Satz 


IX. Ist 0 ein Eigenwert des schiefsymmetrischen Operators Ae s/(V), so ist die 


Dimension des zugehörigen Eigenraumes W(0) gleich der Vielfachheit der Nullstelle © 
in der charakteristischen Funktion f(x). 


Aus der Gleichung (12) folgt, daß der Teilraum W’ = L({x,;ı, 2) in bezug 
auf den schiefsymmetrischen Operator A invariant ist. 

Its = v = 0, sa.setzen wir W' = V. 

Im folgenden. betrachten wir den bezüglich A invarianten Teilraum W’. Durch die 
Gleichung : 

Az=Az (zeW') 
Def. . 

wird ein linearer Operator A’ € ./(W’) definiert, von dem man ohne Mühe nachweist, 
daß er schiefsymmetrisch ist. Es gilt 


AxX, = 32 en (j=r+1],...,n), 


und dem Operator A’ entspricht bezüglich der Orthonormalbasis x,+ 1, ..-, % von 


W' die schiefsymmetrische Matrix A”. Infolgedessen ist 
Ja) = ee 4” — xE| = a PB) @- BI aH+ Bari), 
(14) 
und aus fs 0) = det„_,|A4”] # 0 folgt, daß A’ ein regulärer schiefsymmetrischer 
Operator ist. Betrachten wir das Paar konjugiert komplexer Nullstellen iß,, —iß,, 
so gibt es nach den Überlegungen am Anfang dieses Abschnitts zwei orthogonale, 
normierte Vektoren yı, y>, die einen bezüglich A’ invarianten zweidimensionalen 
Teilraum von W’ erzeugen und für die A’'y, = ßıy, und A'y, = —Pıyı ist. Die Vek- 
toren y},y, ergänzen wir zu einer Orthonormalbasis ®, = {yi. Y2> ---» In} 


(" =n-—») von W’ und bestimmen die dem schiefsymmetrischen Operator - 


€.s/(W’) bezüglich dieser Basis zugeordnete Matrix A’ = By, (4’). Es gilt 


Ayı = Pıy, Ay= -Pıyı, Ay -I- Kur G=3.M). 
Aus den Gleichungen 
f = (y, A'y) = -(Ayr, 9) = or 


f 


erhalten wir fürj = 3, ...,n 
= (1, Ay) = -(Ay, 9) = -bı 9) = 0; 
2, = 2, Ay) = -(4'y2, y)) = Bı 1,9) = 0 
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und damit | 
A'y; => PR Ü =)3,..., n‘). j (15) 
= Es Dane 
Die Matrix A’ hat also die Form 
0-8, 0:0 ....0 
, 000 .o 
2110 240:0: Biene 
x 0 0030. Kell (16) 


0.0 ra. 0 
Die Gleichung (15) besagt ferner, daß der Teilraum 
w" 7 L({y3, u Inr}) 


in bezug auf den schiefsymmetrischen Operator A’ invariant ist. Definieren wir auf 
diesem Teilraum einen schiefsymmetrischen Operator A’ durch die Gleichung 


A"’z pa 4'z (ze w"), 
Def. = 


"so entspricht dem Operator A” in-bezug auf die Orthonormalbasis y3; ...,.y„- die in 
der rechten unteren Ecke der Matrix. 4’ stehende Teilmatrix 


’ r 
1) &34 +. Kznr 

’ 0 D 
Aa» Ei Ka43 on Kin’ 
1, = EC 

Knz Oma +: ki) 


Berechnen wir die charakteristische Funktion der Operatoren A’ bzw. A”, so gilt 


F 


Sal) = det, 14" - xEl = | 


ßı —x 


det, , AP -xEl 


oder 


A) = +) Sa). 


Dann ist aber nach (14) 
Sa) =(- DT’ @  iß,) (& iB) @& + IB) “@+r iß.), 


und wir können auf den Operator 4’ und das Paar konjugiert komplexer Nullstellen 
iß;, —iß, von f4-(x) die gleichen Überlegungen anwenden wie auf den Operator A’ 
und das Paar konjugiert komplexer Nullstellen iß,, —iß,. Wir erhalten zwei ortho- 
gonale normierte Vektoren y},y, aus W”, die wir zu einer Orthonormalbasis 
Bo = WI Y25 Im} (m = n — v — 2) von W” ergänzen können, so daß die 

. dem schiefsymmetrischen Operator A’ zugeordnete .schiefsymmetrische Matrix 
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A" = Ögy(A”) die Form 


0.-&0..0.:°..0 

ßa 0 0 0 oe 0 
A" = 0 P 0 0 RZ Pu an 

0 0 03 0 . Okar 


0000 a 0 


besitzt. Dieses Verfahren läßt sich fortsetzen. Nach i Schritten erhält man 1 Paare . 


orthogonaler normierter Vektoren y1, 93; y1, 923 ...; 91,9. Ergänzt man diese 
2. normierten Vektoren durch eine Orthonormalbasis x,, ..., x, von W(0), so erhält 
mans+ 2- tn normierte Vektoren 


xı Ks Y1>»Y35 Yale TE R j (17) 


des eukiidischen Vektorraumes V. Wir wollen zeigen, daß diese Vektoren eine Ortho- 


normalbasis- von V bilden. Zunächst ist nach Definition von x, ..., x; 


a,r)=0 für j’+jJ. 


Die Vektoren yi”, y sind aus W' = fx; 1, ..., x), und da W’ eine zu allen 


. Vektoren aus W(0) orthogonale Basis besitzt, ist W’ orthogonal.zu W(0). Infolge- 
dessen gilt (x;, y®) = (x,, 2) = Ofürj=1,..,s;k =1, ..., t: Ferner ist wiederum 
nach Definition (y}, y)) = 0 und y”, y® e w" = Up; ..,y) fürk=2,..,t 
Da W” eine zu allen. Vektoren aus L({y},, y3}) orthogonale Basis besitzt, ist W”’ zu 
L({y1, y2}) orthogonal, und es gilt (y} , 9) = (93, 99) = v1, 9) = (93,99) = 0 
fürk = 2, ..., t. In.diesen Überlegungen fortfahrend, erhalten wir: ° ; 
Die Vektoren (17) bilden eine Orthonormalbasis des euklidischen Vektorraumes V. 


Berechnen wir die Matrix 4”, die dem gegebenen schiefsymmetrischen Operator A 


in bezug auf diese Basis entspricht, so gilt. 
"Ax,;=o 2 G=1.,9) 
Ay = = Be yP = = —ß, y (k EIER t) 
und wir erhalten 
0..00 0..0 0 


.00.0..0 0 


S... 


a 10..00 -Bı..0 0 I 
m. 
A009]. us 


0..00 0...09 -ß, 
0.0070 .:.B.0 
x. Ist Aes/(V) ein schiefsymmetrischer Operator, so gibt es eine Orthonormalbasis 
80” des euklidischen Vektorraumes V, so: daß dem Operator A in bezug auf diese 
Orthonormalbasis die Matrix A\® zugeordnet ist. 
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Die Matrix 4® nennen wir die Normalform des schiefsymmetrischen Operators A. 


Ordnen wir die positiven reellen Zahlen ß,, ..., ß, nach ihrer Größe, 
D<hSsps- <pn | 
so ist die Matrix A® durch den schiefsymmetrischen Operator A eindeutig bestimmt. 
‚Ist A eine beliebige schiefsymmetrische Matrix und Ae.Z/(V) der schiefsym- 
metrische Operator von V, dem die Matrix A bei einer festen Orthonormalbasis ent- 
spricht, so erhalten wir durch Übergang zu einer ausgezeichneten Orthonormal- 
basis 8” unter Berücksichtigung von $ 18, Nr. 4, Satz XVII: 


XI. Zu jeder schiefsymmetrischen Matrix A gibt es eine orthogonale Matrix U, so 
U A=-U-A®-UT und AD = UT-4-U 


ist. Dabei ist 4” die durch die Gleichung (18) gegebene Matrix. Die rein imaginären 
Zahlen iß,, -iß (k = 1; ..., t) bezeichnen die Paare nicht reeller konjugiert Rormnlexer: 
Nullstellen der charakteristischen Funktion der Matrix A. 

Die Matrix A wird die euklidische Normalform der schiefsymmetrischen Matrix A 
rau, 


2°. Als Beispiel betrachten wir wiederum ‘den vierdimensionalen euklidischen Vektorraum V®., 
Der schiefsymmetrische Operator A sei durch seine Matrix 


1 2 
o_1_2 2 
3303 
i. 22 
EEE Er pe 
3 3 3 
A= 
2 2 1 
Zus, One 
3 3 3 
22 1 
-2-2 >20 
3373 
in.bezug auf eine feste Orthonormalbasis ®, = {xı, X2, X3, x4} von V“* gegeben. Wir berechnen 
1 22 | 
333 2 2 12 2 22 2 2 
BR SE.. 12 2 12 _2 12 2 
1,_2_2 3 3 3. 1308 3.3 33 
3 3 3 2. ıl ı1 ıı 2 2 21 2 22 
= x.l- x -/!+ -.|- x -i--.|x —— —-1-—- -.lxr —- —- 
2 1 3 al 313 .© 30 3 3 3] 3 33 
man a 21 2 1ı 2 1 
5.3 a 3 la 3 3 
333” 


’ 1. 4 4, 
= x.(@° Faro Drz at DZ DEF HL. 
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Es ist also i : - 


ad) = x*++2-2+1=-@-M-aH+N. 
Es ist ß, = f, = 1. Wir setzen x = Ex; + Eax2 + E3X3 + Eaxas y = Esı + Era + Es + Faxe und 
. erhalten aus den beiden Gleichungen 

Ax+y=o und Ay—-x=o 
das homogene lineare Gleichungssystem 


1 2 - 
-za-zätzir 5 =0, 
1 2 
u =; =: & =0, 
3 & 35 &3 +3 7 + & 
2 1 
- er _- =(0 
3 & 3 & 3 & + 
2 2 1 
Br == ur =0, 
3 & 3 &, 2 &3 + & 
Bo EBD ER, 
> 1 =3'%6 73'657 +7 s=d, 
2 2 
- & +26 +67 4, .&8=0, 
3 3 
2 2 1 
- £& +7 €&s =3"86 | = &s=0, 
2.0.2 1 j 
- 3.8 =3"86 a =0. 


Wir erhalten zwei Lösungen dieses linearen Gleichungssystems, wenn wir 


1, 
=h-1l, B5=&,=0; 5=+,, &6= 


4 
23 Er 0, %”=7 
3 y 68 =7 


rn 2: . 2 1 
$Aheb=-&=0, 5=]; Is=7 f6= 77 &=0, 8=+-- 


3 . 3 
setzen. Die. Vektoren j ar 


1 1 
= +X%, y=-ı1 - 0X Ho 
=: 2» 3 3 1 3 2 3 71 
'=x ": a es 2 
x £ =- Pan ie 
3 y 3 ı 3 2 3. 


sind paarweise orthogonal, und es gilt 

Ax+ty=o, Ay-x=0: An +y=o, AV—x=o. 
Normieren wir die Vektoren x, y, x’, y', so erhalten wir eine neue Orthonormalbasis des Naar 
raumes V(®: 


{69) w 1 
x= = + ; x, 
V N 

097 1 {1 4 

= 17 x ar = X4> 

3./2 3-72 3.2 

{69 
= n x%35 
@ 2 1 
zT 3”2 Fa 
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Dem schiefsymmetrischen Operator A entspricht in bezug auf die neue Orthonormalbasis die Normal- 


form 01 00 
I=10. 00 

in) _ 
A oo 01 
00-10 


j Der Übergang von der alten Orthonormalbasis 80. zur neuen Orthonormalbasis wird durch die 


orthogonale Matrix 


ET: 
2. Ba. 
Se 
U=j/2 3:,/2.. 3 
0 o 10 
f) Eee. 


beschrieben, und es gelten die Matrizengleichungen 
AW-UT.A-U und A=U-AW.UT.- 


5.DIE NORMALFORM ORTHOGONALER OPERATOREN; 
DER SATZ VON EULER- D’ALEMBERT' 


Wir betrachten schließlich einen orthogonalen Operator Ue Z(V). Nach $ 18, Nr. 2, 
Satz VIII besitzt die charakteristische Funktion fy{x) höchstens die Zahlen +1 und 
—lalsreelle Nullstellen. Infolgedessen können wir fy(x) in folgender Form schreiben: 


So) = (-V-&@- D@ + Dr@- MW &- aA) @- A). (19) 


Dabei it , + =, 5, 20,52 O und wie frühers +2 't!=n. 

Ist {> 1, so gibt es wenigstens ein Paar nicht reeller konjugiert komplexer Null- 
stellen A, = 0, + ir,, A, = 0, - ir, von.fy(&). Ist W = L({x,y}) der in Nr. 2 be- 
stimmte zweidimensionale bezüglich U invariante Teilraum von V, so definieren wir 
einen linearen Operator U, €. /(W) durch die Gleichung 

U,„z= Uz (zeW). 
Def. 
Sind z,, z, beliebige Vektoren aus W, so gilt (U,z,, Uywz;) = (Uz,, Uz;) = (z, ‚2Z)» 
and folglich ist U,, ein orthogonaler Operator auf dem zweidimensionalen euklidi- _ 
schen Teilraum W. Ist y,, y2 eine Orthonormalbasis von W, so. gibt es nach $ 15, 
Nr. 2, Satz I einen Winkel 9 (0 < 9 < 2), so daß 


e U,yı = cospy, + sin@y2, Uyy, = —sin pyı + COS Py2 
oder 


Uyy, = cos py, + sin@ya, Uwyz = sin pyı — COS @y2 
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ist. Für . charakteristische Funktion des Operators Uy erhalten wir 


det (U, - xE) = an = x? — 2:.c0sp" x+1l 
sin @ cosp—x| 
: oder - LE 
dt(Uy -xE)=-| 7% MP 2221. 
\ sing —-C8P —x 


Andererseits ist wie im Fall eines symmetrischen Operators 
det (Uy — xE) = x’ — 2:0,:x+(07 + 75). 


Ein Vergleich der letzten Gleichung n mit den beiden vorhergehenden Gleichungen 
lehrt, daß im ersten Fall 


0%,=c0s9, T,=sinp oder 0,=cosp, 7,= —singp - 
= L 


ist, während der zweite Fall nicht eintreten kann. _ 
Dar, + Oist, folgt 0 < 9 < 2n, und wir erhalten den Satz 


XII. Jedem Paar konjugiert komplexer Nullstellen der charakteristischen Funktion 


eines orthogonalen Operators U entspricht ein Winkel 9:0 < $ < 2n, so daß die Null- 


stellen in der Form 
cos +isinp, cosp — isind 


geschrieben werden können. 
Alle Nullstellen der charakteristischen Funktion eines orthogonalen Operators U 
‘besitzen den Absolutbetrag 1. 


. Es sei 


for) =(-D:@-D"-@+ Da)“ (&- A): Zi -A)-@-h), 
), = c059, + ising, A, = 6089, - isin p, 


0<g,<2n Gj=|l,...,?). 


und 


Sind s, > 0 und 5, > 0, so sei W(l) der zum Eigenwert 1 gehörende Eigenraum, 


dessen Dimension wir mit », bezeichnen, und W(-1) der zum Eigenwert —1 ge- 
hörende Teilraum, dessen Dimension wir mit », bezeichnen. Nach $18, Nr. 2, 
Satz VIII sind die Eigenräume W(l) und W(-1) zueinander orthogonal, und für 
ihre Dimensionen gelten die Gleichungen », =n—- r(U- E)undvy, =n-r(U+E). 
-Wir wählen eine Orthonormalbasis x, , ..., x,, von W(1) und eine Orthonormalbasis 
Xy41 ers Xyy4y, Von W(-1). Dann ist 


a, )=0 G=L., 95/7 ern th.» NH+t N) 


und die. Vektoren x,, ..., x, # =», + »,) bilden ein Orthonormalsystem von 
Vektoren aus V, das wir zu einer Orthonormalbasis ®, = {x,, ..., x,} ergänzen 
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‘ können. Die dem orthogonalen Operator Uin bezug auf diese Orthonormalbasis zu- 
geordnete Matrix U erhalten wir aus den Gleichungen 


Ux,=x; Gl. v.), 
Uy,= -—x,  jen +L.,r’=v +9) 
Ux, = >3 YA QGerth..n. 
Dabei ist | 
9%,=(&,,Ux,)=(Ux,,Ux)=(@,,x)=0 G’=1..,j=n+ l,...,n), 


Y%, = (X, Ux,) = —-(Ux,,, Ux,) == —(x,,x,) =0 (j’ =v, + 1, «,n:j= „+ 1, N). 
Es gilt also 


Ux, = Ykr. Gert h.s,n), (20) 
+1 


. J’'=v 


und für die orthogonale Matrix U = PD, (U ) ergibt sich 


1..0 0.. 00 ... Ö 
0..1.0.. 00 ... 0 
0..0-1.. 00 0 
U=|: : :i0..0:: 21) 
0..0 0... 10: :...0 
N) .. 0 0 .. 0 VUyr1,v+l1 ... Vy+1,n 
0.00. Omi. Um 


Bezeichnen wir die in der rechten unteren Ecke stehende orthogonale Teilmatrix 
mit U, so ist 


Vyrl,v+1 --- Oyrl,n 


UN = 


Unv+l Van 


und für die charakteristische Funktion fy(x) folgt 
Fu) = (=D & =D" + 1” det, |U® — xEI. 


"Aus dem Vergleich mit (19) erhalten wir zunächst v, s s, und v, < s, sowie 


D&D @ + Di @ A) @- A) @-A)-@-A) 
= (-1)’- det,_, |U” — xEl. u 
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Dar(U-E)=n- v und (U+E)=n- », ist, folgt aus der Gleichung 21) 
für die Matrix U 


det,_,|U” -1E] #0 und det,_,|U” -(-DEI +0. 


Infolgedessen muß s, - 9, = 5 —%2 = O sein. 
Ist s, = 0 oder s, = 0), so ist entsprechend », = 0 oder », = 0 zu setzen. 
Für die Eigenräume eines orthogonalen Operators gilt: 


XII. Ist 1 oder —1 ein Eigenwert des orthogonalen Operators Ues/(V), so ist die 
Dimension des zugehörigen Eigenraumes W(1) bzw. W(-1) gleich der Vielfachheit der 
Nullstelle 1 bzw. —1 in der charakteristischen Funktion fy(x). 


Aus der Gleichung (20) folgt, daß der Teilraum W’ = Uf{xy41; ..., %,}) in bezug 
auf den orthogonalen Operator U invariant ist. 

Its-es, +. =v71, 9% =v= 0, so setzen wir W’=V. 

Im folgenden betrachten wir den bezüglich U invarianten Teilraum W’. Durch die 
Gleichung. 

Uz=Uz (zeW') \. 
Def. ‚ 

definieren wir eine Abbildung U’ von W’ in sich, von der man ohne Mühe nachweist, 
daß sie linear und orthogonal ist: U’e. Z(W’). Es gilt 


und dem Operätor U’ entspricht bezüglich der Orthonormalbasis x 19 + X} von 
W' die orthogonale Matrix U”. Infolgedessen ist 


For) = det,_., U” — xEI = ("x - A)+@-A)@-A)-@- A) 2% 


mit - ER eu: 
},=cosp, +ising, A,= cos, - ising; 


u EA RR N). 


Betrachten wir das Paar konjugiert komplexer Nullstellen A, , A,, so gibt es nach den 
Überlegungen am Anfang dieses Abschnitts zwei orthogonale, normierte Vektoren 
1: Y2, die einen bezüglich 7 ’ invarianten zweidimensionalen Teilraum von W’ er- 
zeugen und für die 
U’y, = c0$ 9,yı + SIR P1Y2, 
.U'y, = —sin Pıyı + cos Pıy2 
gilt. Die- Vektoren y},y, ergänzen wir nun zu einer neuen Orthonormalbasis 
B = (y1sY25 ---„yw} (" =n-v) von W’ und bestimmen die dem orthogo- - 
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nalen Operator U’e./(W”) bezüglich dieser Basis zugeordnete Matrix U’ = Dy(U N. 
Es ist 1. 55 " n DaBY SErERE: ER | ’ 
ar  U’y, = cospyı + sin9ıy, U’y2 = -sinYıyı + 6059,92 
E 


Uy=)y vwy (j=3,..,m). 


[ze 


‚Aus.den Gleichungen 
cos P, "vi; + Sin PL "02, = cos, °(9ı, U’y)) + sin 9 (92, U'y)) 
| = (U'y,Uy)=0, 
—sin pi "dı; + 6089 2, = —Sin Pı -91,.U'y) + 05 9,9%, U’y) 
3 -Uy,Uy)-0. 0 
fürj=3,...,n folgt, daßv/ ‚, v,, als Lösungen eines homogenen linearen Gleichungs- 
“systems nit der regulären Koeffizientenmatrix 


cos 9, SinQ@r 


—Sin 9, C0SQ, 


‚gleich Null sind, und wir erhalten 
= .: Ur Gebo,m) u (23) 


- Die Matrix u ’ hat also die Form 
cos9, -sn9, 0 ... 


sine, cosp,0 ..o0O 
0 0 ve. | (4) 
0 ö vl Br Won 
Die Gleichung (23) besagt ferner, daß der Teilraum 
W" = U u) 
in bezug auf den orthogonalen Operator U’ invariant ist. Definieren wir auf diesem 


Teilraum einen orthogonalen Operator U” durch die Gleichung 
ö U”z = U’xz (ze w",, 


Def. 
so entspricht dem Operator U” in bezug auf die Orthonormalbasis y5; u, m die 
in der rechten unteren Ecke der Matrix U’ stehende Teilmatrix 


V33 +... Var 
u? er ° 


Unr3 rrr Un 
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. Berechnen wir die charakteristische Funktion der Operatoren U’ bzw. U”, so gilt 


089, — x —sin 9, 


i -det,._, U” — xEl 
sın 91 c05 9, — X 


fir@&) = det,. |U’ - xE] = 


oder 


Ein lie A) @& A) fol). 
Dani ist aber nach (22) = 
Fo) =D’ @ - a -@- A) A) @- A), 


und wir können auf den Operator U’ und das Paar konjugiert komplexer Null- 
stellen A,, A, von frr.(x) die gleichen Überlegungen anwenden wie auf den Operator 
U’ und das Paar konjugiert komplexer Nullstellen A,, A,. Wir erhalten zwei ortho- 
ee normierte Vektoren y/,y3 aus W”, die wir zu einer Orthonormalbasis 
= {y1, 925. Ym} a” = n — v» — 2) von W"' ergänzen können, so daß die dem 
ae Operator U’ zugeordnete euhassnak Matrix U'’= Dy(U") die 
Form 3 » 
Ilcos9, -sin® 0 .. 0 
sin9 C0Sm0 ..O 
U'=|| 0° 0 v3. Yhner 


f) Üben 


besitzt. Dieses Verfahren läßt sich fortsetzen. Nach Schritten erhält man 7 Paare 
orthogonaler normierter Vektoren y1, y2; Y1, 92; ---; 91,2. Ergänzt man diese 
2-1 normierten Vektoren durch die Orthonormalbasis.x,, ...,x%,, von W(l) und 


Kris 58 Von W(— 1), so erhält man s + 2-t = n normierte Vektoren. 
Kyyene, Ms y> »2;5 5 u yn : \ ö (25) 


des euklidischen Vektorraumes V. Wie im Fall eines schiefsymmetrischen Öperators 

' zeigt man, daß diese Vektoren eine Orthonormalbasis von V bilden. 
- Berechnen wir die Matrix U”, die dem gegebenen orthogonalen Operator U in 
bezug auf die Basis (25) Sitepriähe: so gilt 


Ur, =t;, Ü = 1, 10:8 51); 
Ux,= -x, . G=ÄAä+Lb.,9,. 
(k) 


Uy® = cos ay + sin ay®, 


Uy® = -sin ar + (kel,.,d),' 
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und wir erhalten 


1.0 0..00 0 0 0 

0..1 ..: 00 0..0 v 

0.0.20, 0° 0.0.0 

U®=10..0 0..-10 0 ..0 0 (26) 

0..0 0 0 cosp, ‚sin 9%... 0 0 

0.0 0... Osinp, cos .. 0 - 0 

0..0 0.00 0.0089, sing, 

0..0 0...00 0... sinp,  Ccosp, 


XIV. Ist Ue s/(V) ein orthogonaler Operator, so gibt es eine Orthonormalbasis 8” 
des euklidischen Vektorraumes V, so daß dem Operator U in bezug auf diese Ortho- 
normalbasis die Matrix U® zugeordnet ist. 


Die Matrix U® heißt die Normalform des orthogonalen Operators U. 


Ordnen wir die Winkel %15> -.., 9, nach der Größe, 0 < 9% <mS-Ssp,<2m, 
so ist die Matrix U durch den orthogonalen Operätor U eindeutig bestimmt. 
Ist U eine beliebige orthogonale Matrix und Ue.(V) der orthogonale Operator 
von V, dem die Matrix U bei einer festen Orthonormalbasis entspricht, so erhalten 
wir durch Übergang zu einer ausgezeichneten Orthonormalbasis 8” unter Berück- 

sichtigung von $ 18, Nr. 4, Satz XVII: 


XV. Zu Jeder orthogonalen Matrix U gibt es eine eeegonale Matrix U,, so. daß 
U=U:U®9.U und UM=U]-U-U, 
ist. Dabei ist U” die durch die Gleichung (26) gegebene Matrix. Die Kanbieeen Zahlen 


cos 9, + isin @,, COS 9, — isin Q, bezeichnen die Paare konjugiert komplexer Null- 
stellen der charakteristischen Funktion der Matrix U. 


Die Matrix U” wird die Normalform der orthogonalen Matrix U genannt. 


30, Es sei wiederum V® der vierdimensionale euklidische Vektorraum. Wir betrachten den eigent- 
lich orthogonalen Operator U,, der durch die Matrix 


1 1 
—= 0 —o0 
N /2 
1 1 
0. -— 0 
& 1 = 1 v® 
—0-—0 
2 N 
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in bezug auf eine feste Orthonormalbasis ®, = fx, ‚X2, X; x bestimmt ist. Es gilt 


1 
0) — 0 
72 N 
1 
0 -—u— [} 
Sa „2 
en 1) EN er 
72 2 
1 
0 — 0 —— 
/2 N” 
EN 0 ur o I 0 
j 2 2 Y2 
_ {A x fi) Pa ! _—x 0 + } -x 0 2 
BZ ) 72 Y2| 2 V2 
1 1 1 
= 0 = _—- [} = 
72 va a wi 
x er SEIEN . 
No un De we 
-( ;) 1 1 21-3 1 _) 


oder = -M=R+l-a- 1. 


Der Operator U’besitzt die Eigenwerte —1, +1, und die zueinander orthogonalen Eigenräume We DD: 


und W(1) sind zweidimensional. 


Der Gleichung 
(U,+E)x=o 
entspricht das homogene lineare Gleichungssystem 
(+ /2)-& 1 = =0, .; 
(-1+/2)-& + | =; 
& El). '=0, 
Eu. +) =0. 


Die letzten beiden Gleichungen sind linear unabhängig, und es gilt 


: &=(1-/2)-&, &=-(1+/2)-&. 
Für &3 = 1, &, = 0 bzw. &; = 0,&, = —1 erhalten wir die Eigenvektoren zum Eigenwert —1: 
x=(1 -/2) x, +%, = (1 +/2) 22 - x, | 


die offenbar zueinander orthogonal sind und den EBaın W(-1) erzeugen. Wenn wir normieren, 
ergibt sich 


u 1 2 1 HD 1+ BC 1 


j a2. )2 a ha as ”: m 
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Entsprechend berechnet man die Vektoren 
” 1+ 14Y2_ 2 1, a) io 


2 BB 
a FTT———N, ST m 
BEE „2 Var2./2 a2. ]2 a2. 72 
ED E-D-a) 0) 
als Orthonormalbasis des Eigenraumes wa). Die Vektoren x, y; x, y bilden eine Orthonormal- 
basis von Y(®, in bezug auf die der eigentlich orthogonale Operator 7/, die Normalform ö 


. -1 000 
0-100 

MW —_ 
u 0.010 
0001 


besitzt. 


Wir behandeln schließlich noch die Frage nach der Normalform eines eigentlich 
orthogonalen Operators. Der orthogonale Operator Ue /(V) ist dann und nur dann 
ein eigentlich orthogonaler Operator, w wenn det U = det |U”| = 1 ist. Berechnen 

-wir det ]U®}, so gilt 


c08 9, -Sinp, .. 0 0 
sing CoSsQp, ... O0 -0 
det UM] = (-1” | : ne 7 ; 
0 0 ..c089, —sing, 
und 0 0 .. sing, COS, | 
lcosp, -sing, .. 0.0 
sing 0089... 0.0 
0 0 ....0089, —sing, 
0 0 .. SNQ,  COSQP, 
cos 9 —siNn@ .. 0 0 
sing, CO0SP ... 0 0 
= (cos? 9, + sin? 9,)°| > rt ; 
0 0 cos p, —SINQ, 
0 0 sing, COS 


Durch vollständige Induktion ergibt sich 


cos, —siNn9 .. 0 0 
sin9, CoSsp .. 0 0 
: u Fe a Eu | 
0 0 ..C059, —sing, 
0 0... sind, COS. 
. und damit j 


det |U®] = (-1)*. 
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XVI. Der orihogonale Operator U ist dann und nur dann eigentlich orthogonal, 
wenn —1 kein Eigenwert von U ist oder die Dimension des Eigenraumes W(—1) gerade 
ist. ' Au = A; 


Ist V ein euklidischer Vektorraum ungerader Dimension n = 2m + 1 und Uein 
eigentlich orthogonaler Operator auf V, so besitzt Fu) nach Satz II eine reelle 
Nullstelle. Infolgedessen ist s=sı +52 > 0, und au st2-1=2:m+Ii=n 
folgt, daß s eine ungerade Zahl:ist. Da wir U als eigentlich orthogonalen Operator 
angenommen hatten, ist nach dem eben bewiesenen Satz s, eine gerade Zahl oder 
Null, und folglich ist s, = 1 eine ungerade Zahl. Wir erhalten die folgende Verallge- 
meinerung eines Satzes von EULER-D’ ALEMBERT: 


XVIL In einem euklidischen Vektorraum ungerader Dimension besitzt a eigent- 
lich orthogonale Operator einen Fixvektor. 


- 4°, Wir betrachten den gewöhnlichen dreidimensionalen Raum und denken uns die Vektoren des 
- dreidimensionalen euklidischen Vektorraumes 3@) durch in einem festen Punkt P? angetragene ge- 
richtete Strecken repräsentiert. Dann entspricht jedem eigentlich orthogonalen Operator U eine 
Drehung um den Punkt P. Wenden wir den Satz XVII an, so ergibt sich die Existenz eines Fixvektors £: 
Ur = r. In unserer geometrischen Veranschaulichung bedeutet dies, daß die durch den Vektor r- 
bestimmte Gerade durch den Punkt P bei der Drehung U fest bleibt, und wir erhalten den Satz von 
EULER-D’ALEMBERT: Jede Drehung des dreidimensionalen Raumes um einen Punkt ist eine Drehung 
um eine durch diesen Punkt gehende Gerade. 


6.AUFGABEN 


1. Die symmetrischen linearen Oele auf dem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum V 


n-(R+D 


bilden einen = dimensionalen linearen Vektorraun. 
‚ n-(n+1) . r 
v. Die symmetrischen r-reihigen quadratischen Matrizen bilden einen ——————-dimensio- 
nalen. linearen Vektorraum. 


2. Die schiefsymmetrischen linearen Operatoren auf dem r-dimensionalen euklidischen Vektor- 
; .. _ @-D:n . : . ; 
raum V bilden einen = 2 lenslondien linearen Vektorraum. 
a—-)D-n . uch 
2’. Die schiefsymmetrischen n-reihigen EIAGEBIECHER Matrizen bilden einen ———— -dimensio- 
nalen linearen Vektorraum. - ! ; 


3. Ist 4ein regulärer symmnetrischer Operator auf dem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum V 
mit den Eigenwerten A, ; :--, An, so ist 4* für jede ganze Zahl k ein ebenfalls regulärer symmetrischer 
Operator auf dem Vektorraum Y mit den Eigenwerten Ak, .., 4%. Was ergibt sich hieraus für eine 
Beziehung zwischen. den Normalformen der Operatoren A und 4*? 


‚4. Ist A ein regulärer schiefsymmetrischer ng auf dem n-dimensionalen Vektorraum V, 
so istz=2-tund 


Fa) = a PB) a + rt) 
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mit O<ß,< --Sß,. Für jede ungerade ganze Zahl k +0 ist 4" ebenfalls ein regulärer schief- 
symmetrischer Operator, und es gilt : 


Far) = & - PH iP)- &+ PR) + ipR). 
Für jede gerade ganze Zahl k ist 4* ein regulärer symmetrischer Operator mit den reellen Eigenwerten 
GB)", ..-, (iB)*. Was läßt sich über die Normalform der regulären Operatoren A* aussagen? 
5. Ist U ein orthogonaler Operator auf dem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum Yund 
fun) = CV &@- D"-@4+ Dr @- I) @- Aa - A) @- 4) 
mit A, = c0s9, + isin@; (0 <gp,<2n), so gilt für den nn Operator U* 
fur) = ED-&- DM @+ ID? @- a) AM). (x AP). (& — I) 
mit A® = cos kp, + isin kp; (0 <Q, < 2m), falls k +0 eine cs ganze Zahl ist. Ist k eine 
ade ganze Zahl, oder gleich Null, so gilt 
Fur) = -N"-@ - DN2.& Lo) AN. AP) u (x AP), 
‚und es ist AP = cos kp, + isin kp, (0 <Qy < 2n). 


6. Sind A, und A, miteinander vertauschbare (A}Aa = A2Aı) symmetrische an auf dem 
n-dimensionalen Vektorraum V, so besitzen sie ein gemeinsames vollständiges Orthonormalsystem 
von Eigenvektoren, und für die Normalform des Operators A, + As gilt 


(Aı + A)” = Am + AD, . 
7. Sind Aı und A, miteinander vertauschbare symmetrische n-reihige Matrizen, so gibt es eine 
orthogonale Matrix U, so daß 


gilt AD = UT:A U und AM UT-A, U 


8.* Jede symmetrische Matrix ist eine Matrix einfacher Struktur (vgl. $11, Nr. 8, Aufgabe 9. 


$20.QUADRATISCHE FORMEN 
AUF EUKLIDISCHEN VEKTORRÄUMEN 


1. EINLEITUNG 
‚Die im vorhergehenden Paragraphen bewiesenen Sätze über die Normalform sym- 
metrischer Operatoren auf einem euklidischen Vektorraum werden benutzt, um eine 
entsprechende Normalform für quadratische Formen anzugeben. Der Leser erinnere 
sich der Ergebnisse von $ 14, Nr. 2 und 3 über quadratische Formen in einem be- 
liebigen Vektorraum, die z. T. für die derzeitigen Betrachtungen herangezogen werden. 


2.QUADRATISCHE FORMEN 
UND SYMMETRISCHE OPERATOREN. 


Es sei V ein euklidischer Vektorraum und g’eine quadratische Form auf dem Vektor- 
raum V. Der gegebenen quadratischen Form g entspricht eine symmetrische Bilinear- 
form f auf dem Vektorraum V, so daß 


1) = far), FR y) = %) 


$ 20. Quadratische Formen auf euklidischen Vektorräumen 291 


für alle x,yeV gilt. In $18, Nr. 2, Satz I haben wir bewiesen, daß jede Bilinear- 
form faufeinem euklidischen Vektorraum dureh einen linearen Operator Ace s/(V) 
“in der Form 


I&,y) = (Any) (u yeV) 2 09) 


gegeben wird. Die runden Klammern bezeichnen wie üblich das Skalarprodukt im 
euklidischen Vektorraum V. Ist f(x, y) eine symmetrische Bilinearform, so gilt 


(Ax, y) =fx,y) =, x) = (Ay, x); 


und A ist ein symmetrischer linearer Operator auf dem euklidischen Vektorraum V. 

Ist umgekehrt Ae.s/(V) ein symmetrischer Operator, so wird durch die Glei- 
chung (1) eine symmetrische Bilinearform f und folglich eine quadratische Form q 
definiert, für die 


ga(x) = (Ax,x) für alle xeV 
gilt. Wir erhalten den Satz 
I. Zwischen den quadratischen Formen q und den symmetrischen Operatoren A auf 


einem euklidischen Vektorraum V besteht eine umkehrbar eindeutige Beziehung, die 
durch die Gleichung 


.g4(&) = (Ax,x) füralle xeV (2). 
beschrieben wird. 


Einen symmetrischen Operator A auf einem euklidischen Vektorraum. V nennt 
man positiv bzw. negativ definit, positiv bzw. negativ semidefinit oder indefinit, wenn die 
‘ihm durch (2) zugeordnete quadratische Form g die entsprechende Eigenschaft be- 
sitzt. 


3. HAUPTACHSENTRANSFORMATION 
UND METRISCHE NORMALFORM 


Es sei 8 = {t, ..., 2x„} eine Orthonormalbasis des n-dimensionalen euklidischen 
Vektorraumes V. Wir betrachten eine quadratische Form q und den ihr entsprechen- 
den symmetrischen Operator A. Ist x = &,x, + - + &,x,, so folgt aus (2) 


g(x) = 52 Nas re is j “ (3) 


‚Z1ieil 


und die symmetrische Koeffizientenmatrix A = ||&;-;lin,„ der quadratischen Form g 
ist die dem symmetrischen Operator A bezüglich ®, entsprechende Matrix 


A = Ir :la,n = BD, (A). . (4) 
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Es ist nämlich 


a) = (an )= 2 Am) äh 

; vr=liz1 

und j 
Kr = (Akı, 0) = (Ar) = yı- 


ar. am 
Wir betrachten nun eine Orthonormalbasis Br er 2385 =, des euklidischen 


Vektorraumes V, die aus Eigenvektoren des Operators A besteht. Dem symmetri- 
schen Operator A entspricht in bezug auf:diese Basis die Normalform 4” (vgl. 8 19, 
Nr. 3, Satz V), und wir erhalten i 


g(x) = A m + + A, + SFr Am ED "+üm-ıt1 re BE Ay ns 


wenn Ni, .-., 9, die Koordinaten des Veltöse x in bezug sur die Orthonormalbasis 
gm bezeichnen. 


U.Istq eine quadratische Form auf dem euklidischen Vektorraum V; so gibt es eine 
Orthonormalbasis BR von V, so daß g(x) in der Form 


4&) = 4 ni Fer Am 1 E \ 65) 


darstellbar ist. Die Koeffizienten der Quadrate in der Darstellung (5) un die Eigen- 
werte des q entsprechenden symmetrischen Operators A. Die Bas BM besteht aus 
Eigenvektoren des Operators A. i 


Die Darstellung (5) der quadratischen Form q nennt man die metrische Normal- 


. form der “uadratischen Form q. 
a). Am) 
Die Vektoren x,...., x, der Basis BP heißen die Hauptachsen der quadratischen 
Forma. j 


Aus den Gleichungen 


. aD n 
E72 = y LIoRzE (= 1,5). 
j-l " 


folgen die Transformationsgleichungen | 
n ' n i j 
& = 2 vn wmd mn = 2 v5 (W=h..n u) 
j= ! j= ; . 


(vgl. $ 18, Nr. 4, Formel (24)), und U = |v,,;IIn,n ist eine orthogonale Matrix. 
Durch die Gleichungen (6) wird die quadratische Form q mit Hilfe der orthogo- _ 
nalen Transformationsmatrix U aus der Darstellung (3) in die metrische Normal- 
form 15) überführt. Dieser Prozeß heißt die Hauptachsentransformation der RN: 
schen Form q. 
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1°. Die Bezeichnung „Hauptachsentransformation“. erklärt sich : aus der folgenden geometrischen 
Veranschaulichung. 

Wir betrachten die Ebene und den zweidimensionalen euklidischen Vektorraum ® der. Trans- 
lationen. Die Vektoren einer Orthonormalbasis r,, 2} von 3?) repräsentieren wir durch zwei in 


einem festen Punkt O angetragene gerichtete Strecken OP, und OP;. Dann erhalten wir in der Ebene 
ein Rreche Koordinatensystem, und jedem Vektor £ = &ıfı + &2£2 entspricht die gerichtete 


Strecke OP, deren Endpunkt ? die kartesischen Koordinaten &, , &, besitzt. Es sei g eine quadratische 
Form auf dem Vektorraum ®°, und es sei 


dr +2 ur et 22° & 


die Darstellung von q. bezüglich der gegebenen Basis. Die Punkte P der Ebene, deren kartesische ° 


Koordinaten £,, £, der Gleichung 
Sir &+2:- 2 tan = 


genügen, bilden einen Kegelschnitt, dessen Mittelpunkt im ‚Nullpunkt O E38 kartesischen Ko- 


ordinatensystems liegt. 


Die orthogonale MaR u beschreibt eine Drehung (Drehspiegelung) der Ebene u den Punkt O, h 


bei der die Achsen op, 73 des ursprünglichen kartesischen Koordinatensystems in die Achsen 

>. 

00, , 00; eines neuen kartesischen Koordinatensystems übergehen. Die neuen Koordinatenachsen 
(1) (22) 


‘repräsentieren dabei die Eigenvektoren £ı, £ des symmetrischen Operators A, der der quadratischen 


Form q entspricht. In bezug auf dieses neue kartesische Koordinatensystem besitzt die Form q die 
Darstellung 

ad) =- Amt: m, 
und der Kegelschnitt besteht aus allen Punkten ?, deren kartesische Koordinaten 7: , 2 m bezug 
auf das neue kartesische Koordinatensystem) der Gleichung 

4» ‘m +4: .m= =1 

A —,— 

genügen. Das bedeutet aber, daß die neuen Koordinatenachsen 0Q, , 0Qz gerade die. Hauptachsen- 
richtungen des Kegelschnittes bezeichnen, und die Eigenwerte A,, A, geben die Länge der Haupt- 
achsen an. : 


2°. Als erstes Zahlenbeispiel betrachten wir die quadratische Form q auf dem zweidimensionalen 
euklidischen Vektorraum 82, die: in bezug auf eine feste Orthonormalbasis ft, , 22} durch 


3 


7 5 
Br "+28 


gegeben ist. Die zugehörige syminetrische Matrix ist ° 


ı 
4 


A @ 
5 
A a 


Für das charakteristische Polynona ergibt sich 


PAR a Bei 
5 - (#.-3)-,(#-2)-55°* —-3.x+2=(x—-I)- = 2, 
35 4 4) 16 

Rn 


20  Boseck 
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Aus den homogenen Gleichungen 


- erhalten wir die normierten Eigenvektoren 
® 3 3 
tı=zh +2, N 3% 


{69} a 
und für = ei, + &ak2 = Nıkı + Mala 


NIE RN 3 A 
=-. 25 = —.Y —+ Na. 
\ 1 2 N 2 N2 2 2 /F 2 N2 
Die metrische Normalform lautet 
+2- 
go) = Mm "2: ao 


Repräsentieren wir die Vektoren T,, Ta durch OP, B OP, und die Vektoren rı, £, durch 00, A 00;, 
so erhalten wir das neue kartesische ya aus dem alten durch eine Drehung um a 


Winkel o = z oder p = 60°. Die quadratische Form 2 & _— &&+- 2 = m +2. 2 wird 


3 —— 
durch eine Ellipse mit der, Hauptachsenrichtungen OQ,, 00; repräsentiert. Die Länge der Haupt- 


* achsen beträgt 1 bzw. 2 (vgl. Abb. 14). 


.® Abb.14 
en ERRE R2 207 


30,.Als zweites Zahlenbeispiel erinnern wir an $19, Nr. 3, 1°, Dem dort betrachteten symmetri- 
schen Operator 4 entspricht eine quadratische Form q auf diem vierdimensionalen euklidischen 
Vektorraum F®, die bezüglich der Basis ®, = (x, 223 33; x} die Darstellung 


a)=2:-2 6-5: 5-4. Eırda2t+2-.&- 2 — 4-85: ai &,- Arte a 


besitzt. Setzen wir 
i 


& = R; + ! FL "N+T= ” "n3> j 
& = KL Nr Fi .n2— En 935 
i = EL N + = ” Sr Nr . 


PR 


= m pm . 75 Na 
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so erhalten wir für die quadratische Form q die metrische Normalform 
a) = -3-M+3-M +3. +67. 


Die Form q und der lineare Operator A sind indefinit. 


Aus der metrischen Normalform (5) der quadratischen Form g folgt der Satz 


Ill. Ein symmetrischer Operator .A ist dann und nur dann positiv (bzw. negativ) 
definit, wenn seine Eigenwerte positiv (bzw. negativ) sind. 

Ein symmetrischer Operator A ist dann und nur dann positiv (bzw. negativ) semi- 
definit, wenn seine Eigenwerte nicht negativ (bzw. nicht positiv) sind. 


4.CHARAKTERISIERUNG DER EIGENWERTE 
DURCH EXTREMALPRINZIPIEN 


Ist Y der n-dimensionale euklidische Vektorraum, so führt die Frage nach den Eigen- 
‚werten eines symmetrischen Operators A auf das im allgemeinen sehr schwierige 


Problem der Berechnung der Nullstellen eines Polynoms n-ten Grades. Wir wollen 


daher die Eigenwerte eines symmetrischen Operators oder, was dasselbe ist, die 
Koeffizienten in der metrischen Normalform einer quadratischen Form noch auf 
eine andere Weise charakterisieren. Gleichzeitig erhalten wir ein neues Verfahren zur 
Durchführung der Hauptachsentransformation für eine gegebene quadratische Form. 
Es sei V ein euklidischer Vektörraum, q eine gegebene quadratische Form und A 
der ihr entsprechende symmetrische Operator. Wir betrachten die folgende reell- 
wertige Funktion auf dem Vektorraum V: 

2,2) = m (keV,x=#0o). . u) 

R Gr Gm 
Ist BP = ie rl } eine Orthonormalbasis von V, in bezug auf die die quadra- 


tische Form q die metrische Normalform besitzt, so erhalten wir für den Vektor 
aD. Arm) : 


x=nKı tt Na 

Amt + A 

| mte4m 

Nehmen wir an, daß die verschiedenen Eigenwerte A, , Az, ..., A, des symmetrischen 

Operators A nach der Größe geordnet sind, A, < Az < + < A, so ist 
Arte Hm) SA te + Am Ami + + Nm) 

und: aus diesen Ungleichungen folgt für n7 Be 7 +0 i 

1, 2 hı m ++ A 9 

| Mt tm 


Pax) = (8) 


20* 


PER [0% 
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Gr) 70) Am) 
Fürxr=n,istabrn, =1,% =" BEER — RE für x = x, gilt ent- 
sprechend „= 1,7, = "= M-ı = OundA, = ol =L Hieraus und aus 


4 SO) Sm (XEeV,x +30) . (9) 
. erhalten wir den Satz 
IV. Der kleigste bzw. größte Eigenwert des symmetrischen Operators A ist das 


Minimum bzw. das Maximum der FINDEN, Funktion $,(x) (x # 0) auf dem eukli- 
dischen Vektorraum V: 


4, = min 948); we max 9X). 
= .x#0 : x=+o 


Bezeichnen wir mit K, die Menge aller Vektoren der Norm 1 aus dem Vektor- : 
raum V, so gilt für die Vektoren ze K, 


9) = 4) (xl = 1), 
Gy) (Am) 


und da|x, X 


= 1 ist, erhalten wir: 


IV’. Der kleinste bzw. größte Eigenwert des symmetrischen Operators A ist das. 
Minimum bzw. das Maximum der zugehörigen quadratischen Form q auf der Menge K, 
“ der Vektoren mit der Norm 1: 

A}, =.min y@&), A, = max ga). 
xeKı . xeKı 
. Durr4 die Sätze IV und IV’ haben wir eine Charakterisierung des kleinsten und 
des größten Eigenwertes als Minimum bzw. Maximum einer geeignet definierten 
reellwertigen Funktion auf dem euklidischen Vektorraum Y gewonnen. Es erhebt 
sich die Frage, ob sich auch die anderen Eigenwerte in ähnlicher Weise charakteri- 
sieren lassen. N 

Ist W(A,) der zum Eigenwert A, gehörende Eigenraum und ist {x1, ..., x,,} eine 
Orthonormalbasis von W(A,), so ergänzen wir diese zu einer Orthonerelbass 
Bo = (X, ..., X} des Vektorraumes V und betrachten den von den ergänzenden 
Vektoren erzeugten Teilraum 


Wh) = run X )- 


Die Teilräume W(},) und W'(A,) sind orthogonal, und W’(A,) besteht aus allen zu 
den Vektoren aus W(A,) orthogonalen Vektoren von V.!)' 
Wir betrachten die Funktion Y,(x) als Funktion auf dem Teilraum W’(Q,). Ist 


@ die schon weiter oben genannte Orthonormalbasis, in bezug auf die die quadra- 


1) * '(A,) ist das orthogonale Komplement zum Eigenraum W(A,). PR 
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2) (Am) 
tische Form q die metrische Normalform N so ist Zr kiss \ eine Ortho- 
normalbasis von W’(A,). Diese Vektoren sind nämlich zu den Vektoren aus W(A,) 
orthogonal, und da W’(A,) aus allen zu den Vektoren aus W(A,) orthogonalen Vek- 
(22) (Am) 
toren aus V besteht, gehören die Vektoren x,, +1 ..., x, zu W'(A,). Überdies sind 
diese Vektoren paarweise orthogonal und normiert, also linear unabhängig, und da 
(22) (im) 


dim W(O)=n- Kı ist, bilern die ven z Xu+1s 55 X eine Orthonormalbasis 
(22) 


von W’(A,). Ist x = Narılazı + + Bi ein beliebiger, von o verschiedener 
vn aus W’(A,), so gilt 


san2 
pda) = Ma to Au a 
} Mr Sc An 


und wie oben folgt " 


h,= in 942) (se W A). 


Ist ie W'(},) der Teilraum aller zu den Vektoren des Eigenraumes 
W(},) orthogonalen Vektoren aus R 1), so ergibt sich durch ähnliche Überlegungen 


wie oben - L 


Am, = maxgQ,(X) (xe Win). 
5 xF+Fo : 


V.SindA, <A, << Aym-ı < Am die verschiedenen Eigenwerte des symmetrischen 


Operators A, so erhalten wir die Eigenwerte A, bzw. A„-ı als das Minimum bzw. 


Maximum der Funktion 9,(x) (x + 0) auf den Teilräumen W'(},) bzw. W’'(An): 


h,= min 98); Am-1 = max pr). 
xeW'(},) xeW (im) 
x+o x+to - 


Beschränken wir uns auf die Betrachtung der Vektoren mit der Norm 1, so-können 
wir die Menge der normierten Vektoren aus W’(A,) bzw. W'(A,) mit K, N W'(A,) 
bzw. Kın W’(A,) bezeichnen und erhalten: 


V'. Sind A, <A2 << Am. < Am die verschiedenen Eigenwerte des symmetri- 
. schen Operators A, so erhalten wir die Eigenwerte A, bzw. }„_, als das Minimum 
bzw. Maximum der zugehörigen quadratischen Form q auf den Mengen K, N W'(A,) 
bzw. K,n W’(A,) der normierten, zu allen Eigenvektoren zum Eigenwert A, bzw. A, 
orthogonalen Vektoren aus V: 


A=' min g&), An-ı = max gi). 
xeKınW '(A,) xeKınW ’(im) 


1) * W°(2,) ist das orthogonale Komplement zum Eigenraum WA). „ 
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: kit inden 
Eigenräumen W(A,) und W(A,) und ergänzen dieses Orthonormalsystem durch 
x ‚ %, zu einer Orthonormalbasis von V, so ist 


Wählen wir. nun eine Orthonormalbasis x,, ..., x,, und x, +1, ..->% 


pitpztil> 
Ww' (Ai, A) = En L&u+u+: zer.) x.) 


ein zu wa) und WA.) orthogonaler Teilraum von V, der aus allen zu den Vektoren 
aus W(A,) und zuden Vektoren aus W(A,) orthogonalen Vektoren von V besteht.!) 
Entsprechende Überlegungen wie oben ergeben die Gleichungen 
Az = min 9,8) (x € W'(,, 4,)) 
x+Fo 


oder 
Az 


N 


ming(x) (keKın W’(A,,A,)). 
Definieren wir den Teilraum W’(A,, A„u_ı) entsprechend, so erhalten wir 
Am-2 = max 9X) (KEW (Ans Am-1)) 
oder 5 
Am. = maxg(x) (keKı N Wis Am-))- 


VL Sind} < + < A, die verschiedenen Eigenwerte des symmetrischen Operators A 
und sind W'(Aı, ..:,.A,) bzw. Was... Am) diejenigen Teilräume des euklidischen 
Vektorraumes V, die aus allen zu den Eigenvektoren zum Eigenwert A,, ..., A, bzw. 

Am» 23 Am. orthogonalen Vektoren von V bestehen, so gilt 


Ayyı = min. 9), Am-i-ı = max IC) : (10) 
xeW (Als. Ai) ; i KEW '(Ayar u. Am-:) 
x+Fo x=Fo 
oder 
Ay = min . 4), An-ı-ı = max aa). (11) 
xzeKınW (Aus... Ar) . xeKınW Amen Ami) 


5.EINE METHODE ZUR DURCHFÜHRUNG 
DER HAUPTACHSENTRANSFORMATION 


Aus. der im vorhergehenden Abschnitt angegebenen Charakterisierung der Eigen- 
werte einer quädratischen Form q gewinnen wir ein Verfahren zur Durchführung der 
Hauptachsentransformation. 

Wir wählen einen normierten Vektor y, e V, so daß die gegebene Kern g(x) ihr 
Minimum annimmt. Dann ist q(y,) = A,. Ergänzen wir den Vektor y, zu einer 
Orthonormalbasis ®, = {yı, X2, ..., x,} von V und berechnen g(x) für den Vektor 


1) W’(A,, Aa) ist das orthogonale Komplement zu W(A,) + WO). _ 


2 
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x=ndı + £&aX2 + + &u%., so erhalten wir 
ga) = aıı m +2: Y: um + % 5 Kirk. 
- 'i=2 R ’=2 i=2 
Für x = yj gilt aD.) = Oyı = kr. 
Ist 2, = cosgy, + sing, ? Sj=n), so ist |a,] = 1 und 
g@) = Ay: 008? p + 201, cos p-sinp + a,‘ sin? p. 
Für die Differenz g(z,) — g(y,) erhalten wir 
a(z)) — 4Wı) = Aı (cos? p — 1) + 2-0,,'c0sp sinp+ &,: sin? p 
= (A - %,)-sin?p + 2°0,,'C0Sp-sinp. 
Ist a); # 0, so ‚gibt es stets einen Winkel oe <p< .e so daß 
cotp > hı = 9 Bew. cotp < han 
"&ıj 2'015 
ist, je nachdem, ob &,,;, <0 oder &,,;> 0 gilt. Es ist aber sin? > 0 und 
(A — 0%) + 2°0,,°cotp <O. Folglich ist 
sin? 9 (A, +; + 201, c0t 9) = 4) - aW) < 0, 
im Widerspruch zur Voraussetzung, daß die Form q als Funktion auf der ran K; 


der normierten Vektoren ihr Minimum für x = y, annimmt. Für j= 2: ‚n gilt 
also 


%,=0 
. und damit 


mt aid 2) 


Ro 


Die Koeffizientenmatrix A der Form g in bezug auf die Basis ®, hat die Gestalt 


409 :..0 


Ist A der symmetrische Operator, der der Form q entspricht, so gilt A = D,, (A), 
und folglich ist 

Ayı = Aıyı> & i 
E rt 
d. h., yı ist ein Eigenvektor zum Eigenwert A,: yı = x,. Wir betrachten nun den 
Teilraum W, = L({x,, ..., x,}) und die durch 


gı(X) = > 2 arte gr) 


i’=2 
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fürx = &,x, + + &,2, e W, auf diesem Teilraum definierte quadratische Form g.: 
Ist yze W, ein normierter Vektor, für den die Form g, ihr Minimum annimmt, 
so gilt q,(y5) = A, oder 91(92) = A,, je nachdem, ob dim W(A,) > 1 ist oder 
dim W(,) = 1. 


Bezeichnen wir g,(y,) = min g,(x) zunächst mit A, so erhalten wir wie > oben 
KınWı : R \ 


n n 


g)=ım+ 2 PL rät äi, 


wenn wir y, durch x3, ..., x, zu einer Orthonormalbasis von W, ergänzen und _ 
xenyptärzt + Ex setzen. Die Vektoren y,, Y2: X, ...,% bilden dann 
eine here nibesie von V,undfürxe’, = 


Kent tät +, 

erhalten wir 
ga) = m+im+ > > re. — (13) 
Daraus folst 
Ayz = Ay,» 


undA=A,(i=1,..., m) ist ein Eigenwert des Operators A, y, ist Eigenvektor zum 
Eigenwert A. Ist dim W(A,) > 1, so gibt es einen zu y, orthogonalen normierten Eigen- 
.vektor z zum Eigenwert A, , und es ist 


ae) =, Sg) Kerl). 
Insbesondere gilt also für alle xe W,, |x| = 1 
ALS ge) =). 
Da (2, yı) = 0 ist, ist überdies ze W, , woraus 


h,= min q@)=A 


KınWı n 
folgt. Ist dim W(A,) = 1, so ist W’(A,) = W, und 


iA= min qg(X)= min ga) =4,. 
KınWı KınW'Ga) . 5 3 


Aus der Gleichung (13) folgt also 


ga) = 4° 2 +4‘ n2 + > = Kr‘ &,&, wenn dim Wü.) >1, 


, 
und 


PREINEEONENSSE &u-&i-&, wenn dim W(A,) = 1 
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ist. Durch Fortsetzung des Verfahrens erhalten wir eine Orthonormalbasis 
Ar) Am) 


Bm _ fe: en } des euklidischen Vektorraumes V, die aus Eigenvektoren des 
symmetrischen Operator A besteht, sowie die mAN.ele Normalform 


a) = A,: MH Hm m 


- der gegebenen quadratischen Form. 


4°. Wir betrachten die aus dem Beispiel 2° bekannte quadratische Form g, die als:quadratische 
Form auf dem zweidimensionalen euklidischen Vektorraum 2 in bezug auf eine feste Orthonormal- _ 
basis 8, = (xı, x2} die Darstellung 
7 3 5 
a Ze 


besitzt. Dabei sind &, $2 die Koonlinaten des Vektors x in bezug. auf die Basis B,. Es ist 


+8 
Durchläuft x alle von o verschiedenen Vektoren aus V‘'2, so durchlaufen seine Koordinaten &,, &, 


alle Paare reeller Zahlen, von. denen wenigstens eine von Null verschieden ist. Die Funktion 2%) 
können wir als eine reelle Funktion der reellen Veränderlichen £,, $2 auffassen: 


9,8 = 9&ı > &2). 


“Wir suchen die Extremwerte der Funktion 9,(£&, , &2); diese Extremwerte sind die Eigenwerte des zu q 
gehörenden symmetrischen Operators A. 
Beschränken wir uns zunächst auf die Betrachtung der Argumente £&,, & #0, so können wir die 
Funktion 9,(&ı , &2) durch die Funktion 


ER 2 2: 


A ST 


ersetzen, wenn wir & = & annehmen. Besitzt die Funktion p,(&ı, #3) für das Argument £9, &® +0 
2 (0) 


ein Extremum, so ist g(&(9) mit KO = u 'ein Extremwert der Funktion @. Ist umgekehrt p(&9) 


ein Extremwert der Funktion 9 und ist 9,(&,) = p,(E®, 1) oder 2,(&,0) 2 p,(E9, 1), je nachdem, 
ob p(£'®) ein Maximum oder Minimum der Funktion @ ist, so besitzt die Funktion 9, für die Argu- 
mente & = &(9 89, 89 +0 ein Extremum mit dem Wert 


GE, ED) = E®, = HE). 


Um die Extremwerte der rationalen Funktion 9(£) zu bestimmen, berechnen wir ihre Ableitungen 
1 _ EN 
(= ——— (Y3-#+2.8-,/3), 
vo RER, & :& 3) 


"= 3.843.82 -3.,/3-.8-1 
v"o- u 43.9 -3:,/3-8 1). 
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Aus der Gleichung z 
3-8 +2-.8-3=-(V3-8-1)-(+/3) 


ergeben sich die Nullstellen der Funktion 9'(£) zu 


und da 9 1 
VENI- WEN=-, 
ist, erhalten wir ein Minimum der Funktion Y für &D — En und ein Maximum für &2 = — 3. 
Es ist 3 j 
ED =1, ED) = 
und da 7 
96,0) = ji 
ist, gilt j 


z 
1=9EM) <p,&,0)=- SE ENT = 


; ö FE 1 
Die Funktion p,(&ı ‚ £2) besitzt ein Minimum vom Wert 1 für die Argumente £{ — P ED, ED E20 
j 3 


und ein Maximum für die Argumente &? = — - ./3 3.2, ED +0, Setzen wir &D — 2, Mn 2 . 
so folgt & j 
za) _ 1 gm _ NE 
i 2’ 2 


= und 9} + =-1 

sowie \ 
3 1 ME 

D=- a >=; ud PHP | ”. 
Die Vektoren 

[| 3 @ % 3 1 

x=-un+ mn md x = —- 

| za 2 2 + 3 x 
sind Eigenvektoren zum siert 1 bzw. 2 des der Form q zugeordneten Drininitencheh Operators 
4, und für = = 
1 „3 3 1 
=, Nm- m und = mt+ton 


2 2 2 2 
ergibt sich die metrische Normalform 


a) =12+2-.7. 


6.* MULTIPLIKATIVE ZERLEGUNG 
EINES LINEAREN OPERATORS 


Zum Abschluß unserer Überlegungen beweisen wir einen Satz über die multiplikative 
Zerlegung linearer Operatoren in einem euklidischen Vektorraum, der für viele An- 
wendungen nützlich ist. 
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VI. "Jeder lineare Operator Be s/( n auf einem euklidischen Vektorraum läßt sich 
in der Form 


B= AU, bzw. B= UA, | as) 


darstellen. Dabei sind U, bzw. U, orthogonale und A, bzw. A, symmetrische Opera- 
toren auf dem euklidischen Vektorraum V. 


Wir een zunächst, daß es genügt, die erste der Gleichungen (14) zu beweisen. 
Betrachten wir diese Gleichung für den zu B adjungierten Operator B*, so gibt es 
einen orthogonalen Operator U, und einen symmetrischen Operator A,, so daß 


B* = A,U, ist. Durch Übergang zum Adjungierten folgt B** = B= U$44. Da 


U$ mit U, orthogonal und A$ = A, ist, gilt die zweite der Gleichungen (14) mit 
U, = Ut = Us" und A, = Ao. j 


Zum Beweis der Gleichung B = A,U, betrachten wir den positiv semidefiniten 
symmetrischen Operator C = B*B. Es ist C* = B*B** = B’B=C und 


a(x) = (Cx,x) = (B*Bx, x) = (Br, Br) 2 0. 


Nach Satz. IH sind die Beaver Ms Ast des symmetrischen Operators € nicht 
negativ: O<AP I <<... <A, Wir setzen 4” = A (i= 1,2,...,.m) und be- 
Bd a ST 
trachten eine Orthonormalbasis 8” = I: ee: Re EEE NUR u) 
(u # + Um = n) des euklidischen Vektorraumes V, die aus Eigenvektoren des 
A) an 
Operators C besteht. Es gilt en = A7x,. Auscden Gleichungen 


Ga) GO GO) Gi ) Ga») GN) E GI Am 
(Bx,, Bx,) = (2* *Bx,, 2) - = (cz, e) = A i . ER) = ir "Öp 


folgt die Orthogonalität der Vektoren Bx, und Bx. für j + Jj’. Ist B ein regulärer 
linearer Operator, so ist A, # 0 für i=1,...,m, und die Vektoren = Ipu, 
= 1, 2, ...,n) bilden ein vollständiges Orthonormalsystem von Vektoren ee V. 
Ist der Operator B nicht regulär, so ist Aı = 0. Wir wählen eine beliebige Orthonor- 
malbasis e sets des Eigenraumes W(0) und definieren u i Be wie oben: 
n = Inn (j=mı +1; .:.,n). Wir erhalten auch in diesem Fall eine‘ Ortho- 
hormafbeäle Eu von V. In jedem Fall gilt nach Konstruktion 


A) Ar) 
Bx, = AZ, = 1, 2, of). 
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Definieren wir die linearen Operatoren U, und A, durch 


G) 09 G» G) 

Ux; =2, A, =Ay j=12,..,n), 

(Gi ) 2) 
so gilt Bx, = (A,U,) x, und damit B = A,U,. Der Operator U, ist orthogonal, da 
er eine Orthonormalbasis in eine Orthonormalbasis überführt, und der Operator A, 
ist offenbar symmetrisch. Damit ist der Satz VII bewiesen. - ’ 

Wir weisen den Leser darauf hin, daß der symmetrische Operator A, eindeutig 

bestimmt ist, wenn man O<A, <A, <.- <A, wählt. A, ist dann ein positiv 
semidefiniter symmetrischer Operator. Ist B regulär, so ist auch der orthogonale 
Operator U, in der Zerlegung B = A,U, eindeutig bestimmt. 


5°, Werden die Vektoren eines dreidimensionalen euklidischen Vektorraumes durch in einem 
festen Punkt O angetragene gerichtete Strecken repräsentiert, so bedeutet die angegebene Zerlegung 
B= A,U,, daß jede lineare Abbildung des Raumes in sich, die den Punkt O fest läßt, durch eine 
Drehspiegelung U, (d. h. eine Drehung und darauffolgende Spiegelung an einer Koordinatenebene) 
und eine Verzerrung (Dilatation) längs der neuen Koordinatenachsen gewonnen werden kann. Die 
Verzerrungsfaktoren A, , 2, As ergeben sich dabei als die Quadratwurzeln aus den Eigenwerten des 
symmetrischen Operators B*B. (Die Eigenwerte sind mit der entsprechenden Vielfachheit anzu- 
.. geben.) E 
Durch Auszeichnung einer Orthonormalbasis und Übergang zu den zugeordneten 
Matrizen erhalten wir aus dem Satz VII: 


VIII. Jede n-reihige quadratische Matrix B läßt sich in der Form 
- B=4A,:U, bw. B=U,:4 = (15) 


darstellen. Dabei sind U, bzw. U, orthogonale und A, bzw. A, symmetrische Matrizen.y 


‘7. AU FGABEN 


1. Ist f(x, y) eine alternierende Bilinearform auf dem euklidischen Vektorraum P, so ist der durch 
die Gleichung‘ ; 
Se» =As,y) 169) 


definierte Operator A schiefsymmetrisch. Umgekehrt bestimmt jeder schiefsymmetrische Operator A 
durch die Gleichung (*) eine alternierende Bilinearform. 


2. Ist f(x, y) eine alternierende Bilinearform auf dem n-dimensionalen euklidischen Vektorraum V, 
so gibt es eine Orthonormalbasis BI = {xiP, .., m}, so.daß 


&,y) = 5 ß;* ea "3-1 Ns+2-3 7 Erz 3 Ns+2° 32) 
für zo 
! = und yet 
gilt. 
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3.*.Jede n-reihige quadratische Matrix B läßt sich in der Form 
B=UÜ 1° D-U. 2 
darstellen. Dabei sind U, , U; orthogonale Matrizen, und D ist eine Diagonalmatrix, deren Diagonal- 
elemente die Quadratwurzeln aus den Eigenwerten der symmetrischen Matrix BT- B sind. 


4.* Ist Bes/(V, V') eine lineare Abbildung des n-dimensionalen euklidischen Vektorraumes F/ 
in den ebenfalls z-dimensionalen euklidischen Vektorraum V’, so gibt es eine Orthonormalbasis 
Bo = [Xu --, x} von V und eine Orthonormalbasis ®, = x}, -- x,} von V’, so daß 

: Bu=ßai (=12-.n 
gilt. \ 
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